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“It is not the critic who counts: not the man
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RESUMO

A presente dissertacdao de mestrado teve por objetivo propor um modelo
matematico dindmico que possa ser utilizado para estudo de casos no processo
de oxigenacdo das células do tecido cerebral. A geometria utilizada considera que
os capilares sdao organizados espacialmente de acordo com uma distribuicdo
homogénea na qual se tem um capilar cilindrico central rodeado por uma regido
de tecido cilindrico. No capilar, desenvolveu-se um balanco de massa para o
oxigénio livre e para o oxigénio ligado a hemoglobina e os fenémenos
considerados sdao a convecgdo, a difusdao na direcao axial e radial e a reacgao
reversivel entre a hemoglobina e o oxigénio. Os transportes de mondxido e
dioxido de carbono ndo sdo considerados. No tecido, desenvolveu-se um balanco
de massa para o oxigénio no qual é considerada uma difusao na direcao radial e
a reacao de consumo de oxigénio no metabolismo celular. A equacdo cinética
para a hemoglobina e para o oxigénio no capilar foi simplificada e seus
coeficientes sdo expressos como uma fungdo da saturacdo hemoglobinica. As
equacOes diferenciais parciais obtidas no modelo matematico sdo discretizadas
por diferengas finitas explicitas e solucionadas pelo método das linhas para a
implementacao de um programa computacional. A validacao do modelo é feita
por meio de uma comparacao com dados da literatura e se mostra adequado

para descrever o comportamento dinamico da oxigenacao tecidual.

Palavras chave: Oxigenacdo tecidual, simulacdo computacional, reacao cinética,

modelo matematico.



ABSTRACT

The objective of the present master’s dissertation is proposing a dynamic
mathematical model to be used in the study of cases in the oxygenation process
of the cerebral tissue cells. The applied geometry considers that the capillaries
are specially organized according to a homogenous distribution, in which each
one is surrounded by a cylinder of tissue. In the capillary, it is developed a mass
balance to the free oxygen and to the oxygen combined with hemoglobin. The
considered phenomena are convection, diffusion in radial and axial directions and
the reversible reaction between the hemoglobin and the oxygen. The monoxide
and dioxide transports are not considered. In the tissue, it is developed a mass
balance to the oxygen, considering radial diffusion and the consume of the
oxygen by the cell metabolism reaction. The kinetic equation to the reaction of
hemoglobin and oxygen in the capillary, is simplified and their coefficients are
expressed as a hemoglobin saturation function. The partial differential equations
obtained in the mathematical model are discretized by finite differences method
and solved by the method of lines. The model’s validation is done through
literature data comparison and it is considered adequate to describe the dynamic

behavior of the tissue oxygenation.






I. INTRODUCAO

A integridade funcional e estrutural das células do corpo humano depende
de um aporte continuo de oxigénio, e quando a oferta de oxigénio aos tecidos é
reduzida o funcionamento celular fica prejudicado, podendo mesmo cessar,
determinando a morte celular. O sistema respiratério tem como funcgao
transportar o oxigénio presente no ar externo e remover o gas carboénico liberado
pelo metabolismo dos tecidos para o ambiente. O transporte do oxigénio as
células engloba fendmenos fisicos e quimicos, como conveccgdo, difusdo e reacdo.
No sangue, o oxigénio é transportado em solucdo, dissolvido na dgua plasmatica
e em ligagao covalente com a hemoglobina, formando por meio de uma reagao

reversivel a oxihemoglobina.

Na literatura existem diversos trabalhos tedricos e modelos que
representam este processo de oxigenacdo, sendo a maioria deles empiricos,
cujos resultados apresentam consisténcia somente nas condicdbes em que o

experimento é realizado.

O objetivo deste trabalho é propor um modelo matematico dindmico com
bases fisioldgicas que possa ser utilizado para estudo de casos no processo de
oxigenacao das células do tecido cerebral, considerando o transporte de
oxigénio. E utilizada uma estrutura que considera os capilares distribuidos de
forma homogénea na qual se tem um capilar cilindrico central rodeado por uma
regido de tecido cilindrico. Sdo feitos balancos de massa para a regido do capilar
sanglineo e para o tecido, considerando os fenémenos mais relevantes do
processo de oxigenacao. De forma simplificada o modelo representa o que ocorre
no processo de transferéncia de oxigénio para o tecido cerebral a partir dos

capilares sanguineos no corpo humano.

O modelo matematico é entdo utilizado para representar uma situagao
fisioldgica normal. Através de uma estimativa de parametros sao determinados
valores para a constante cinética da reacao metabdlica de consumo de oxigénio e

para a espessura do tecido alimentado por um capilar.



II. REVISAO BIBLIOGRAFICA

Neste capitulo serd apresentada uma revisao da literatura que aborda
conceitos fisioldgicos relativos ao sistema respiratorio e a circulagao sangliinea e
alguns dos modelos matematicos encontrados sobre este assunto. Seu
entendimento é necessario para a compreensao do presente trabalho, visto que

se refere a modelagem e simulacdo da oxigenagao tecidual.

2.1 Aspectos fisioldgicos

Os tecidos do corpo humano utilizam o O, para gerar energia e geram o
CO, como produto. A funcdao do sistema respiratério é transportar o O, do ar
externo até os tecidos e remover o CO, dos tecidos para o ambiente. O
transporte de O, para o cérebro é um complicado processo dinamico que envolve
varios parametros fisiolégicos como o fluxo de sangue, transporte de O, e
caracteristicas do leito do capilar (Buxton, 1997). O sistema respiratorio pode ser

dividido em quatro partes principais:

1. Ventilagao pulmonar - também conhecida como respiragdao externa, é o

processo onde o ar externo entra e sai dos pulmaoes;

2. Difusao pulmonar - a troca de gases entre o ar presente no pulmao e o

sangue que esta passando por ele;

3. Transporte dos gases no sangue e nos tecidos;

4. Metabolismo dos gases.

A Fig. (II.1) mostra uma representacao esquematica das partes do sistema

respiratorio citadas anteriormente. A parte destacada por pontilhados vermelhos

representa a regidao de estudo deste trabalho.



Nos pulmdes existem cerca de 300 milhdoes de alvéolos com didmetro
médio de 0,28 mm. Em volta de suas paredes extremamente finas passa uma
rede de capilares fazendo com que os gases presentes nos alvéolos estejam
proximos do sangue. A composicao das membranas existentes entre os gases e o
sangue €& conhecida por membrana respiratéria, também conhecida por
membrana pulmonar (Mountcastle, 1980).

Convecgdo externa

A ./ R Regido de interesse

Pt o by
2 E A oo ; \\ neste trabalho
[= =1 LA T ol e

Convecgdo interna |

Difusdo tecidual

Figura II.1 - Esquema do transporte dos gases respiratorios.

A Fig. (II.2) mostra as camadas existentes dos alvéolos até o sangue,

junto com uma representacao da variacao da pressao parcial de O, (Poz)' As

moléculas de O, no espaco alveolar passam pela membrana alveolar, pelo espago
intersticial existente entre os alvéolos e os capilares e pela rede de capilares. No
sangue, parte do O, permanece dissolvido no plasma e parte reage com a

hemoglobina (Hb) nos glébulos vermelhos, componentes celulares também
conhecidos por hemacias.
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Figura II.2 - Caminho do O, do espaco alveolar até a reacdo com a
hemoglobina no glébulo vermelho. A curva mostra a representagao da variagao
da Poz' (Albuquerque, 2005)

O gas presente nos alvéolos ndao tem composicdao uniforme. Entretanto,
como a taxa de renovacao do ar é lenta as diferencas das pressdes parciais dos
gases sao pequenas. Com isso, para efeitos de difusao pulmonar, a composicao
do gas pode ser considerada constante em todos os alvéolos.

Ja nos capilares pulmonares ha uma grande diferenca de pressao parcial
dos gases no sangue. O sangue entra nos capilares com uma pequena
quantidade de O, e uma grande quantidade de CO, e, enquanto passa pelos
mesmos, é oxigenado e o CO; eliminado. Como a capacidade de difusdo é grande
e eficiente, para condicbes de repouso 0 sangue satura em O, quase que
totalmente em 1/3 do trajeto dos capilares pulmonares (Mountcastle, 1980). Em
caso de exercicio fisico ou falta de oxigénio o sangue demora mais tempo para
saturar de O,. Na Fig. (II.3) representa-se o comportamento da variacao da

pressao parcial de O, P02 , ao longo dos capilares para condicdoes normais.
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Figura I1.3 - Variagao Po2 ao longo dos capilares pulmonares. (Albuquerque,

2005)

No sangue o O, ¢é transportado tanto dissolvido quanto reagido

quimicamente. A quantidade de O, dissolvido no sangue é diretamente

proporcional a POZ , essa relacao depende do coeficiente de solubilidade do O, no

sangue. A lei de Henry descreve essa relagcao segundo a Eq.(2.1), onde se
considera que o O, estd no sangue somente dissolvido. O superindice y é valido

tanto para o O, na regiao do capilar quanto para o O, na regidao do tecido.

CCV)2 = ozcy)zPoy2 (2.1)
Onde:
0%2 = Coeficiente de solubilidade do oxigénio no sangue

(mols de O, / mmHg . ml de sangue)
ng = Concentracdo de oxigénio no sangue

(mols de O, / ml de sangue)



Muitas substancias ndo passam do sangue para os liquidos intersticiais do
cérebro, apesar de estas mesmas substancias passarem facilmente para dentro
do liquido intersticial de outras partes do corpo. Isto ocorre porque no cérebro
existe uma barreira chamada de barreira hematoencefdlica, entre o sangue e o
liguido intersticial cerebral. A barreira é altamente permedvel a dgua, didéxido de
carbono, oxigénio e a maioria das substancias lipossoluveis, como o alcool e a
maioria dos anestésicos, ligeiramente permedveis aos eletrdlitos, como sodio,
cloreto e potassio e quase totalmente impermeaveis as proteinas plasmaticas e a
maior parte das grandes moléculas organicas nao-lipossolliveis. Esta barreira
freqientemente impossibilita a obtengao de concentracdes eficazes de drogas
terapéuticas para o tratamento de patologias. A causa da baixa permeabilidade é
a maneira pela qual as células endoteliais dos capilares se unem umas as outras
(Guyton,1997).

A funcdo mais importante da circulacdo sangliinea é fornecer nutrientes
para cada célula do organismo e também remover os varios produtos resultantes
do metabolismo celular na circulacdo do sangue através dos capilares. Os
capilares sangliineos consistem de células endoteliais que tem poros
ultramicroscépicos no qual moléculas de varios tamanhos podem penetrar e
passar para o tecido circunvizinho (Elshahed, 2004).

O sangue é composto de uma fase liquida (plasma) e componentes
celulares (glébulos vermelhos e células brancas). As células brancas podem ser
desconsideradas pois sua quantidade destas células é muito inferior a quantidade
de globulos vermelhos, além disso, elas ndo modificam o movimento dos
globulos vermelhos e o transporte do oxigénio. O O, é transportado no sangue
quase que totalmente através de reacdes nos glébulos vermelhos com a
hemoglobina, aproximadamente 99% (Wootton, 1999).

As células do corpo humano precisam consumir oxigénio para funcionar
adequadamente. A principal funcdo dos eritrécitos é transportar oxigénio dos
pulmdes para os tecidos e o didxido de carbono, dos tecidos para os pulmdes. O
transporte do oxigénio é feito pela hemoglobina contida nos glébulos vermelhos
do sangue, através de ligagdes quimicas. Quando a oferta de oxigénio aos
tecidos é reduzida, o funcionamento celular se deteriora, podendo mesmo

cessar, determinando a morte.



Os eritrocitos, hemadcias ou gldébulos vermelhos, sdo as células mais
numerosas no sangue. Tem a forma de um disco biconcavo, com um excesso de
membrana, em relacdo ao conteudo celular. A forma biconcava do eritrdcito
favorece a existéncia de uma grande superficie de difusdo, em relagdo ao seu
tamanho e volume. A membrana em excesso permite ao eritrdcito alterar a sua
forma na passagem pelos capilares, sem sofrer distensao ou ruptura. O eritrécito
ndo tem ndcleo, seu diametro médio é de aproximadamente 8 um e a espessura
€ de 2 um na periferia e cerca de 1 um na sua porgao central.

A quantidade de eritrécitos no sangue varia com o sexo. No homem adulto
normal, sua concentracdo é de aproximadamente 5.200.000 por ml de sangue,
enquanto na mulher normal é de 4.800.000. A altitude em que a pessoa vive
afeta o numero de eritrocitos em circulacdo. As populacées que vivem em

grandes altitudes, onde a POz no ar é mais baixa, tem necessidade de uma maior

qguantidade de eritrécitos na circulacdo para manter a oxigenagao dos tecidos
adequada.

A quantidade de hemacias no sistema circulatério é controlada pelo
organismo, de tal forma que um certo numero de eritrécitos estd sempre
disponivel para o transporte de oxigénio aos tecidos. Qualquer condicdo que
diminua a quantidade de oxigénio nos tecidos, tende a aumentar a producao de
eritrocitos.

A hemoglobina é o principal componente do eritrocito. Ela é formada no
interior dos eritroblastos na medula déssea e além de ser responsavel pelo
transporte do oxigénio para os tecidos confere ao eritrocito a sua coloracdo
avermelhada. Quando a quantidade de hemoglobina combinada com o oxigénio é
grande, o sangue toma a coloragcao vermelho viva, do sangue arterial. Quando a
combinacdo com o oxigénio existe em pequenas quantidades, a coloracdao do
sangue é vermelho escura, do sangue venoso (Guyton, 1997). A hemoglobina é
formada pela unido de radicais heme com uma proteina, chamada globina. Cada
molécula de hemoglobina contém quatro moléculas do radical heme e dois pares
de cadeias de polipeptidios, estruturalmente formadas por diversos aminoacidos.

A estrutura quimica da molécula da hemoglobina foi demonstrada por
Perutz e Kendrew que, em 1962 receberam o prémio Nobel de quimica, pelos

seus trabalhos com aquele pigmento. Uma molécula de hemoglobina possui



10.000 atomos, dos quais apenas 4 sao de ferro. No interior da Hb, o atomo de
ferro representa o ponto central de ligacdo de 4 grupos pirrélicos, constituindo o
grupo Heme. Quatro grupos Heme, cada um contendo um atomo de ferro, se
ligam ao maior componente da hemoglobina, a globina.

A configuracdo quimica da hemoglobina permite um aproveitamento
excepcional pois cada molécula de Hb pode transportar quatro moléculas de
oxigénio. O oxigénio liga-se a hemoglobina na razdo de 1,34 ml/g de Hb por

meio de uma ligacdo reversivel que depende somente da POz do sangue e é

chamada de oxigenacao. Esta relacao equivale a 22,4 L (1 mol) de O,/mol de
ferro presente na hemoglobina. Nesta base, uma molécula de O, reage com um
atomo de ferro e uma molécula de hemoglobina reage reversivelmente com 4
moléculas de oxigénio, ou seja, cada molécula de hemoglobina contém quatro
atomos de ferro, podendo se ligar a quatro moléculas de O,. (Voet, 1990).

A combinacdo quimica do radical heme com a molécula de oxigénio é
facilmente reversivel, o que facilita a sua captacdo nos capilares pulmonares e a
sua liberacao nos capilares dos tecidos. A ligacao do oxigénio a hemoglobina é do
tipo cooperativo, isto significa que a ligacdo de uma molécula de oxigénio ao
grupo heme facilita a ligacdo da segunda molécula, que torna mais facil a ligacao
com a terceira molécula e, mais facil ainda, a ligagdo com a quarta e ultima
molécula, numa espécie de reacdo cuja velocidade aumenta a medida que vai
sendo processada (Perutz, 1970).

A oxihemoglobina é a molécula da hemoglobina saturada com quatro
moléculas de oxigénio. A capacidade de oxigenacdo dos tecidos pelo sangue esta
relacionada ao numero de glébulos vermelhos circulantes e a quantidade de
hemoglobina que contém. No adulto normal, cada 100 ml de sangue contém

aproximadamente 15 gramas de hemoglobina.
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Figura I1.4 - (@) Molécula de hemoglobina. (b) Representacdo da ligacao entre as
moléculas de hemoglobina das células vermelhas e o oxigénio.

(yalenewhavenhealth.org)

A reacao reversivel da hemoglobina com o O, costuma ser escrita da

seguinte maneira:

Hb + O, #Wbo2 (2.2)

A reacdao mostrada na Eq. (2.2) é uma reagao reversivel de uma Unica
etapa (Moll, 1968; Shelh e Helums, 1980), onde k, e k, sdo coeficientes cinéticos
de associagao e dissociagao da primeira etapa, respectivamente.

A geracdo de energia no corpo humano é realizada através da oxidacao de
alguns compostos com ligagdes entre carbono e hidrogénio. Esses compostos sao
os carboidratos, gorduras e algumas cadeias de ligacdo carbono-hidrogénio.
Como produto dessa oxidacdao, nos processos aerdbios, sdo gerados CO; e H,0.
Esse processo é conhecido como metabolismo.

Os tecidos realizam troca de gases com o sangue, quando este passa
pelos capilares teciduais, através do processo de difusdo. Os gases sao
transportados por difusdao nos tecidos. O processo do transporte dos gases nos
tecidos junto com o metabolismo que nele ocorre é conhecido como respiragao
interna.

A forma biconcava dos glébulos vermelhos é ideal para a absorcdo e

liberacdo rapida de gases. A auséncia de nucleo também favorece o transporte



de oxigénio, porque a célula pode conter maior quantidade de hemoglobina,
contribuindo para sua maior eficiéncia por unidade de volume. A estrutura
molecular tetramérica, com quatro moléculas do radical heme e a caracteristica
ligagdo cooperativa com o oxigénio, permitem a hemoglobina modificar a sua
afinidade pelo oxigénio, dependendo de diversos fatores, como o numero de
moléculas de oxigénio ja combinadas a sua propria molécula, a presenca e
quantidade de diéxido de carbono, o pH do sangue, a temperatura e a
quantidade de fosfatos organicos presentes. Esses fatores constituem um
importante mecanismo de controle, que permite a hemoglobina captar oxigénio
do gas alveolar em um instante e libera-lo eficientemente no instante seguinte

ao metabolismo celular, de tal modo que, com Po2 de 100 mmHg, a saturacédo é
de 97,5% e com P02 de 60 mmHg, a saturacdo é de 95%, ou seja, praticamente
a mesma. Desse modo, grandes variacdes na Poz alveolar ndao afetam

substancialmente a saturacao da oxihemoglobina. Isso representa protecao
contra hipoxemia que ocorreria nas grandes altitudes ou numa despressurizagao,
como pode ocorrer dentro de avides. J& no capilar sistémico, a hemoglobina
apresenta uma incrivel queda na sua afinidade pelo oxigénio, entregando com
facilidade o O, tao necessario ao metabolismo celular.

Conforme a oxihemoglobina percorre o sistema arterial e chega a regides
de baixa concentracao de oxigénio, a afinidade da hemoglobina pelo oxigénio
diminui e esse gds pode ser desprendido da hemoglobina e passar para as
células teciduais que necessitam dele para o seu metabolismo. Quando o O;
passa para o tecido, o gas carbbnico produzido pelo metabolismo celular, passa
para o plasma sangliineo onde uma grande parte junta-se a moléculas de
bicarbonato, formando acido carbonico e a outra se liga as moléculas de
hemoglobina passando a ser chamada de carboxiemoglobina, que sera liberada
nos pulmoes (Nigro, 1993).

Existe no sangue uma capacidade maxima do O, se ligar com a
hemoglobina. O percentual de O, ligado com a hemoglobina é a saturacdo de 02,
onde 100% correspondem a capacidade maxima.

A afinidade pelo oxigénio e a capacidade de liberacao do mesmo, sdo

descritas por equacgoes e curvas que representam a dissociacao da hemoglobina.
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2.2. Curva de Dissociacao da Hemoglobina

A curva de dissociacdo da oxihemoglobina é uma importante ferramenta
para compreender como nosso sangue transporta e libera o oxigénio.
Especificamente, a curva de dissociacao da oxihemoglobina relaciona a saturagao

do oxigénio, SOZ, que é a medida da quantidade de oxigénio que esta ligado a

hemoglobina expresso em valor percentual (%HbO,), com a pressao parcial do

oxigénio no sangue (Poz), medida em mmHg, e mostra como a hemoglobina

adquire e libera moléculas de oxigénio de seu tecido circunvizinho (Hsia, 1998).
Bohr, Hasselbach e Krogh em 1904, deram a atual forma a curva de
dissociagdo da oxihemoglobina do sangue, estabelecendo a precisa

correspondéncia entre a Po2 em mmHg e a %HbO,, e observando que a curva

para uma solugao de hemoglobina pura diferia da curva do sangue. Apesar de a

%HbO, depender da Po2 e de variarem no mesmo sentido, a relacdo que

mantém entre si ndo é linear, mas expressa por uma curva caracteristica, em
“S”, cuja parte superior é aplanada. Entre outras, ressaltam duas propriedades

peculiares dessa curva: a) com PO2 > 80 mmHg a hemoglobina ja se satura
quase completamente; b) com POZ < 50 - 60 mmHg libera O, com grande

facilidade. A primeira propriedade representa eficaz defesa do organismo contra
a hipdxia, e a segunda assegura facil e pronta oxigenagao tecidual. O reforco
fisioldgico que a curva de dissociacdo da hemoglobina recebe para liberar O, na
periferia, pela mais alta PCO, e mais baixo pH presentes nos tecidos, foi também
descrito, em 1904, por Bohr, Hasselbach e Krogh. A curva de dissociagdo da
HbO, mostrada na Fig. (II.5), atende a requisitos fisioldgicos fundamentais e
propiciou o célculo rotineiro e preciso do conteldo, transporte e consumo de O,
do organismo, permitindo quantificar as funcdes respiratéria e cardiaca
(Gottschall, 1999).
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Figura II.5 - Curva de dissociacao da hemoglobina. Mostra a correlagao da

saturacao de oxigénio com a Po2 do sangue. (Gottschall, 1999).

Na Fig. (II.5), se observa que a afinidade pelo oxigénio progressivamente
aumenta a medida que moléculas sucessivas de 0O, combinam com a

hemoglobina. O sangue que deixa os pulmdes tem uma P02 de 100mmHg e,

nessas condicdes, a hemoglobina esta plenamente saturada.

A posicao na curva que define a maior ou menor afinidade da

hemoglobina pelo oxigénio é expressa pela Psg, definida como a PO2 na qual a

hemoglobina estd saturada em 50%. Em individuos normais em repouso a Psg

normal é de 26,6 mmHg.

Quando a Pso € maior que 26,6 mmHg, diz-se que houve um "desvio para

a direita", pois a Hb ficou saturada em 50% com POZ mais elevada, indicando

liberacdo mais facil , ou seja menor afinidade e portanto, aumenta a oferta de
oxigénio para os tecidos. A curva de dissociacdo da Hb se desvia para a direita
(maior liberacao de O, para os tecidos) por efeitos isolados ou combinados da

temperatura, PCO, e pH. Quando a Ps, € menor que 26,6 mmHg, desvio para a

12



esquerda, entdao a Hb continua ligada ao O, mesmo com baixos niveis de POz , O

gue implica maior afinidade da Hb pelo O, e, portanto, menor oferta de oxigénio
aos tecidos. Sempre que ocorre desvio para a esquerda, o oxigénio tende a ficar
ligado a Hb, de modo que menos oxigénio é liberado ao nivel dos capilares
sistémicos. No desvio para a direita, a Hb mostra-se menos saturada que o

normal, qualquer que seja o nivel de POz considerado. Com PO2 de 600mmHg a

saturacao praticamente ndao aumenta, e o conteddo de O, dissolvido no plasma
é cerca de 2 vol% contra os 20 vol% de O, carreados pela Hb.
De acordo com Guyton (1997) o sangue nas artérias possui usualmente

uma pressao PO2 em torno de 95 mmHg. Pode-se notar, observando-se a curva

de saturacao, que em condigdes normais, a saturacdao do sangue arterial com
oxigénio, é de aproximadamente 97%. Por outro lado, em condigdes normais no

sangue venoso que retorna dos tecidos , a Po2 € de aproximadamente 40 mmHg

e a saturacao da hemoglobina é de cerca de 75%.

Pesquisadores de diversas areas tem feito estudos tedricos, experimentais
e computacionais do processo da oxigenacdao tecidual visando um melhor
entendimento, sendo que diferentes propostas foram utilizadas para construir
modelos matematicos com diversos niveis de complexidade.

Os principais problemas encontrados referem-se as reagcées que ocorrem
no capilar e no tecido, aos fendmenos envolvidos no transporte de massa na fase
fluida do capilar e nos intersticios do tecido, aos mecanismos envolvidos no
transporte na parede do capilar e a descricdo geométrica dos capilares.

Muitos modelos matematicos utilizados possuem um grande nivel de
simplicidade com o objetivo de diminuir o nimero de parametros de dificil

medida envolvidos e para facilitar a solugdo matematica.
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2.3. Modelos matematicos

Modelos matematicos para descrever o transporte de oxigénio do plasma
sanglineo para o tecido vem sendo desenvolvidos por diversos pesquisadores,
baseados no trabalho de August Krogh (1919). Em Krogh (1919), o
abastecimento de oxigénio ocorre por difusdao radial e a difusdo axial é
negligenciada, significando que o oxigénio sai do capilar e entra no tecido na
direcao radial. Krogh prop6s uma unidade na qual um capilar cilindrico central
supre o oxigénio para o tecido cilindrico concéntrico, o chamado “cilindro de
Krogh”, mostrado na Fig. I1.6, que considera que os capilares sdao organizados
espacialmente de acordo com uma distribuicdo homogénea. Porém a geometria e
a hemodinamica das redes de capilares na realidade sdao muito mais complexas
que as assumidas por Krogh (Ellsworth et. Al 1994, Pittman, 1995, Manjunatha,
2003), e nos tecidos o oxigénio se difunde numa regido tridimensional através de
muitas estruturas histoldgicas diferentes (Gonzales-Fernandes, 1968). Modelos
heterogéneos que utilizam uma configuracdo tridimensional dos capilares no
tecido foram propostos por Secomb et al.(1999), Goldman e Popel (2000) e
Wang (2001).

tecido

( ) capilar

Figura II.6 - Cilindro de Krogh

Gonzales-Fernandes e Atta (1968) desenvolveram um modelo matematico
simplificado para o transporte de oxigénio em estado estacionario, baseado na
estrutura de Krogh. Os fenOmenos considerados para o capilar foram conveccao
e difusdao axial e a reagao entre o oxigénio e a hemoglobina. No tecido o modelo
considera as difusbes radial e axial e a reacdo metabdlica, para a qual é proposta

uma cinética de Michaelis-Menten. Uma das principais dificuldades associadas a
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esta descricdo matematica é a determinacdo da cinética da reagcao quimica entre
a hemoglobina e o oxigénio.

Esta reacao possui quatro etapas, conforme visto anteriormente, e mesmo
procurando simplificar esta equagao para apenas uma etapa, o que € possivel
porque a velocidade de reacdo aumenta significativamente apds cada uma delas,
a determinacdao das cinéticas é dificil e os valores dos coeficientes ainda nao
estdao definidos. Em artigo de 1961, Staub e colaboradores propdem para estes
coeficientes fungdes da saturacao de hemoglobina.

Os efeitos globais da reacdo cinética da HbO, no transporte do O, na
microcirculacao ainda nao sao totalmente conhecidos. Gutierrez (1986), prop6s
um modelo para o transporte de O, com varios compartimentos e incorporou a
reacdo HbO, para uma série de segmentos capilares, mas ndo inclui
compartimento de tecido no modelo. Modelos multicompartimentais sao aqueles
que utilizam o conceito da divisao do corpo humano em compartimentos, como
exemplo podemos citar os trabalhos de Ye (1993) e Sharan (2002), mostrado
na Fig. (I1.7).
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Figura II.7 - Diagrama de blocos dos modelo de multicompartimental do

transporte de O, na microcirculagao proposto por Sharan (2002).

Sharan (2002) representou o leito cerebrovascular como uma série de
compartimentos vasculares rodeados por um compartimento de tecido. Cada

compartimento vascular contém segmentos de vasos arranjados em paralelo,
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com mesmo diametro e comprimento, e troca O, com o compartimento de
tecido. Uma mistura de eritrécitos e plasma flui através das arteriolas, dos
capilares e das vénulas. Oxigénio é transportado por conveccdo nos
compartimentos vasculares e por difusao radial no compartimento de tecido

circunvizinho onde é utilizado.

Uma questdo importante é que a circulagdo sangliinea nos capilares e a
reagao no tecido variam em fungdao de necessidades locais. Deste modo os
modelos matematicos em estado estacionario sdo limitados e ndo permitem uma
previsdo do comportamento dos organismos frente a estas necessidades. Esta
limitacdo s6 pode ser minimizada com a modelagem do estado ndo estacionario,
ou seja, formular modelos matematicos dinamicos que representem as

alteracOes de estado do sistema ao longo da contagem do tempo de simulagao.

Entre os primeiros trabalhos que incorporam estas dindmicas encontram-
se os de Moll (1968) e Sheth and Hellums (1980). Nestes primeiros trabalhos a
complexidade matematica é evitada a custa de simplificagdes significativas. Por
exemplo, no caso destes dois trabalhos o modelo transiente para o transporte de
O, no capilar apenas considera a difusao axial e a reacdo hemoglobina-oxigénio,
desprezando os efeitos das membranas do capilar e toda a contribuicao do
tecido. Sharma (2004) considera um modelo transiente com convecgao, difusao
radial e axial e reagao quimica nos capilares e difusao radial, axial e metabolismo

no tecido.

Para descrever a oxigenacdo tecidual de maneira formal, é necessario que
o modelo matematico englobe os fendmenos fisicos e quimicos que representam
os aspectos essenciais envolvidos no processo real. Assim, alguns dos fen6menos
de transferéncia que se pode considerar sdao as difusbes radial e axial, a
conveccao e as reagdes quimicas, seja entre o oxigénio e a hemoglobina, no
capilar, seja o complexo conjunto de reacdes cinéticas envolvidas no
metabolismo, no tecido. Esta tem sido a tendéncia dos ultimos anos. Os autores
tém procurado incorporar o maior numero de fendémenos possivel. Um bom
exemplo é o trabalho de Eggleton e colaboradores (2000). O modelo matematico

proposto considera um sistema formado por duas regides, uma intracapilar e
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uma extracapilar. A regido intracapilar abrange os eritrécitos e o plasma. E no
eritrocito, que o transporte do oxigénio ao tecido tem inicio e a maior parte do
oxigénio contido nos eritrécitos estd na forma de oxihemoglobina. A parcela de
oxigénio livre circula pelo eritrécito por difusdo e pode migrar para o plasma
circunvizinho e atravessar a membrana do capilar chegando ao tecido. Entre o
capilar e o tecido sdo incluidas equagdes para a parede capilar e uma camada de
fluido intersticial. Estas regides, sdao modeladas como cilindros concéntricos e
podem ser observadas na geometria da estrutura fisioldgica mostrada na
Fig.II.8.

Mb
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Pt
Figura II.8 - Estrutura mostrando as regides consideradas no modelo

matematico proposto por Eggleton et al.(2000).

Neste trabalho, considera-se que o Iumen capilar é estacionario e
composto por plasma e eritrocitos modelados como cilindros equidistantes. Os
termos convectivos aparecem apenas nas equagdes das regides da parede do
capilar, do liquido intersticial e do tecido. A reacdo entre o oxigénio e a
hemoglobina é descrita por uma cinética de ordem n, dada pelo coeficiente de
Hill, cujo valor numérico empregado é 2,2.

Whiteley em trabalho de 2001, também leva em consideracdo a existéncia
do eritrocito. Seu modelo compreende uma célula vermelha completamente
rodeada de um capilar cilindrico pulmonar com plasma. Considera convecgao e
difusdo do oxigénio através do plasma, difusdo no eritrécito e reacao entre as
moléculas de oxigénio e hemoglobina, mas ndo leva em consideragdo os

fen6menos que ocorrem no tecido.
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Andreazza (2003) desenvolveu um modelo dinamico para analisar os perfis
de concentracdes de HbO, e O, nos capilares sanguineos e O, no tecido vizinho a
estes capilares, como uma resposta a variagdes na concentragao de alimentagao
de O,, mudancas do fluxo sanguineo cerebral e da taxa metabdlica celular.

A organizacdao espacial proposta é de capilares espacados regularmente
uns dos outros e intercalados por placas planas de tecido, Fig.II.9a. A Fig. I1.9b
mostra dois capilares cilindricos e paralelos, com comprimento L, separados um
do outro por uma distancia 2d. O fornecimento de oxigénio para o tecido

adjacente a eles ocorre em todas as superficies laterais dos capilares sanglineos.

Tecido Capilar

e o |z

Volume I
de controle
mo de O2

2d

Figura II.9 - Estrutura proposta por Andreazza, 2003. (a) Esquema mostrando o

tecido e capilares paralelos e (b) fen6menos envolvidos no sistema capilar-tecido

O modelo matematico proposto para o capilar considera conveccao e
difusao axial, tanto para a HbO, quanto para o O, livre e a reagao que ocorre
entre a Hb e o O,. Para o tecido, é considerada difusdo de O, na direcao normal
ao capilar e a reacdo metabdlica de consumo de O,. O Quadro II.1, mostra uma

sintese do modelo matematico.
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Quadro II.1 - Modelo matematico proposto por Andreazza (2003)
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2.4. Conclusao

Esta revisdo da literatura mostrou alguns conceitos fisiolégicos relativos ao
sistema respiratério e a circulagdo sangliinea necessarios para o entendimento
da modelagem e oxigenacdo tecidual que serd proposta neste trabalho e os
modelos matematicos que abordam este tema.

Diversos pesquisadores tem desenvolvido modelos matematicos com os
mais diversos niveis de complexidade, procurando englobar o maior nimero de
fendmenos fisicos e quimicos possivel, geometrias heterogéneas que consideram
regides tridimensionais com diferentes estruturas histoldgicas e hemodinamica
da rede de capilares sangiineos mais proximas da situacao real. A inclusdao de
reacoes cinéticas completas nos capilares, diversas reacdes metabdlicas nos
tecidos e modelos matematicos dindmicos que permitam uma previsdao do
comportamento dos organismos frente a necessidades locais de fluxo sangliineo

sao outras importantes questdes abordadas.
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III. MODELAGEM MATEMATICA

Neste capitulo serd proposto um modelo matematico que represente os
aspectos essenciais envolvidos no processo de transferéncia de oxigénio dos
capilares sanguineos para as células do tecido cerebral.

Os principais fendmenos fisicos e quimicos que sao relevantes para a
modelagem deste processo serdao identificados e incluidos, gerando um modelo
matematico dindmico que analise o abastecimento do tecido com oxigénio a
partir dos capilares e expresse a forma em que as variaveis estdo envolvidas. A
geometria adotada e o método numérico utilizado para a resolucao das equacoes

deste modelo matematico sdo mostrados.

3.1 - Geometria

A geometria da rede de capilares é heterogénea e o oxigénio ao se difundir
para os tecidos passa por diferentes estruturas. Modelar uma situagao real, como
o processo da oxigenacdo tecidual, considerando todos os fatores e fenémenos
envolvidos que interferem no processo e uma estrutura complexa acarretaria
dificuldades tanto no desenvolvimento do modelo matematico quanto na sua
implementacdo computacional. Assim, sao feitas simplificacdes tanto na
consideracao dos fendmenos envolvidos quanto na estrutura.

Dentre as geometrias possiveis para representar o processo de oxigenacao
tecidual vistas na literatura, escolheu-se a geometria proposta por Krogh (1919).
Este trabalho considera que os capilares sao organizados espacialmente de
acordo com uma distribuicdo homogénea, na qual se tem um capilar cilindrico
central com raio r. e uma regido de tecido cilindrico concéntrico cujo raio é ry,

conforme a Figura (III.1).
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Tecido

< >

L
Figura III.1 - Esquema do sistema capilar-tecido. L representa o comprimento do

cilindro, r. o raio do capilar e r; o raio do tecido oxigenado pelo capilar

Na regidao do capilar sanguineo temos os eritrécitos que sao as células
vermelhas do sangue, onde ocorre a reacao entre o oxigénio e a hemoglobina.
Devido ao pequeno diametro dos capilares, os eritrocitos percorrem o capilar em
fila indiana suficientemente préoximos uns dos outros de modo que a contribuicdo
do plasma externo pode ser desprezada (Whitmore, 1968). A conseqléncia desta
consideracao é mostrada na Fig. (III.2), onde o conjunto dos eritrécitos assume
o formato cilindrico do capilar. Como todo o plasma considerado esta contido nos
eritrocitos e é deste modo transportado por eles, apesar do fluxo sanguineo ser

laminar, ndo existe perfil radial parabdlico de velocidade.

Figura III.2 - Representacao dos eritrécitos. Rbc representa as células vermelhas

(red blood cell) contidas no capilar sangiiineo modeladas como cilindros.
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3.2 - Modelo matematico

O modelo matematico foi desenvolvido aplicando-se o principio de
conservacao de massa, descrito em um balango diferencial para descrever o
processo macroscopico de transferéncia do oxigénio dissolvido no plasma dos
capilares sanguineos para o tecido cerebral em regime transiente.

Neste modelo, considera-se que o escoamento do plasma nos capilares é
laminar, o que produz um perfil radial para as concentracdes de oxigénio e
oxihemoglobina. A troca de O, na interface capilar-tecido diminui a sua
concentracgdo local, criando o perfil referido.

No capilar, desenvolveu-se um balanco de massa tanto para o oxigénio
livre quanto para o oxigénio ligado a oxihemoglobina e os transportes de
monoxido e didéxido de carbono nao sao considerados. Para o tecido,

desenvolveu-se um balanco de massa para o oxigénio. A dependéncia funcional

das varidveis do modelo matemético é: Cuo = Cpo, (2,1,t), C5 = C5 (2,1,t)
T _ T 7 ~ . . Cc 7

e Cp, =G, (r,t), onde Cupo, € @ concentragdo de oxihemoglobina, Cg é a

concentragdo de oxigénio no capilar e CCT,zé a concentragdo de oxigénio no

tecido.

3.2.1. Balanco de massa para a oxihemoglobina (HbO,)

O balanco de massa para a oxihemoglobina é feito por meio da aplicagao
do principio de conservacdo de massa em um corte infinitesimal da regido do
capilar sangliineo. O volume de controle para a regido do capilar € mostrado na
Fig. (II1.3) abaixo:

dz

—>

dr

Figura III.3 — Volume de controle da regido do capilar sanguineo
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Considerando os fenOmenos envolvidos nesta regiao podemos escrever o

balanco da seguinte forma:

I =
(acumulo) [ de HbO, axial de HbO,

taxa molar difusiva reagcao entre
radial de HbO, Hb - O,

taxa molar convectivaj (taxa molar difusiva}

Escrevendo matematicamente cada termo temos:

0 (ch 'CHbOZ )

lo) =
(acumulo) n

taxa molar
convectiva | = -dz
de HbO,

(A, v.Cio, )
0z

oC
difusiva axial =dzi[Az.DHboz. Hboz}
de HboO,

|
|

taxa molar
. . . 0 aCHbo
difusiva radial |=dr—| A .D . 2
or\ "% o
de HbO,
=V _..T

vc

reagao entre
Hb - O,
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Sendo

Eq.3.1

oC

HbO,

ot

o
S
a
0}

o< 4 n 4 ® N
T
o
RS

g
N

§<

> >

N

que:
Ve =2rrdrdz
A =2rrdz
A =2rxrdr

Simplificando, o balanco de massa para a oxihemoglobina é mostrado na

a seguir:
2 2
-y 8CHbo2 +D 0 CHbOZ + 0 CHbOZ + 1 aCHbo2 4T
oz oz | oz? or*  r or
= Direcao axial do capilar (cm)
= Direcdo radial do capilar (cm)
= Tempo (s)
= Concentragao de HbO, (mol de HbO, / mlde sangue)
= Taxa volumétrica de reagdo Hb-O, (mol / s.Mlsangue)
= Velocidade sanguinea (cm / s)
= Difusividade da oxihemoglobina (cm?/ s)
= Volume do volume de controle capilar (cm?)
= Area da secdo radial do volume de controle (cm?)
= Area da secdo axial do volume de controle (cm?)

(3.1)
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3.2.2. Balanco de massa para o oxigénio no capilar

Para o oxigénio livre no capilar, o balanco de massa é feito por meio da
aplicacdo do principio de conservacao de massa em um corte infinitesimal da
regido do capilar sangiineo.

taxa molar convectiva taxa molar difusiva
(acumulo) =

de O, axial de O,
taxa molar difusiva reacao entre
radial de O, Hb - O,

Escrevendo matematicamente cada termo temos:

0(Vie -Co,)

I =
(acumu o) "

taxa molar
convectiva | = -dz
de O,

0(A,.v.Cq)
0z

I : 0 oC,
difusiva axial | =dz—| A,.D, .—=
0z oz
de O,

taxa molar
o : 0 oGy
difusiva radial |=dr—| A..D, .—
or 2
de O,

|
|

reacao entre
=V, ..T
[ Hb - O, ] ve

Simplificando, o balanco de massa para o oxigénio no capilar € mostrado

na EqQ.3.2 a seguir:
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oC¢ oC¢ 0°C¢  o°C¢  q0Ce
%2 %2 2

% ) c
=-Vv—=+D + + = -T 3.2
ot 0z %| oz? or* r or (3-2)
Onde:
G, = Concentragao de O, livre no capilar (mol de O, / ml de sangue)
D = Difusividade do oxigénio no capilar (cm?/ s)

A reacdo entre o oxigénio e a hemoglobina, representado por T é descrito
aqui de maneira simplificada, conforme trabalho de Andreazza (2003). Andreazza
(2003), propds em seu trabalho uma equacdo para descrever a reacdo que
ocorre entre o oxigénio e a hemoglobina presentes no sangue que considera que

a reagao ocorre em uma Unica etapa, conforme Eq.(3.3) a seguir:

T = k,.C5,.(C,

Beotal CHbOZ) - kb '(:HbO2 (3.3)
Na Eq.(3.3), a reacdo é de primeira ordem para o oxigénio, ou seja, o
valor do coeficiente de Hill (n), é considerado igual a 1. Os coeficientes cinéticos,

ko e k, propostos sao fungdes da fracdao de saturacdo de hemoglobina,

f=Ff(Cuo, ) -

Andreazza (2003) propds uma expressao para o calculo do parametro
cinético k, em funcdo da saturacdo de hemoglobina, levando em conta o
experimento de Staub, Bishop e Forster (1961). A expressao, Eq.(3.4), leva em
consideracdo o valor do coeficiente de associacdo na artéria, k,°" , e a fragcdo de

saturacdo de hemoglobina na artéria, " .

III.

kart
; (M0 / MO, 5 | (3:4)

k =
27 1+10,385.(Ff — £)°°
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Onde f é a fracdo de saturacdo de hemoglobina dada pela razao entre a

concentragao de oxihemoglobina e a concentracao de hemoglobina total, ou seja,

f — CHbOZ

e o valor do coeficiente cinético de associagdo na artéria é
Hbtota/

determinado quando se tem uma fracdo de saturacdo hemoglobinica igual a
97%.

Para o calculo do parametro cinético k,, Andreazza (2003) reproduziu a
curva obtida experimentalmente por Gonzalez-Fernandez e Atta (1968) na regiao
de interesse da fracdo de saturagcao de hemoglobina, gerando a Fig. (IIl.4)

abaixo:

10,80
. kh S 2?5,37?.f3 -ﬁﬁﬁ,l]?'ﬁ.f2 +
506,538.1 - 116,973
10,20 —
0 4
=
-
9.60 —
*
9,00 —
* *
T | T | T |
0.70 0,80 0,90 1,00

Fracao de saturagdo de Hemoglohina

Figura II1.4 - Coeficiente da reacao de dissociagao x fracao de saturacao de

Hemoglobina de interesse (Andreazza, 2003)

Assim, o ajuste dos dados experimentais gera o polinOmios de terceiro
grau para o coeficiente da reagdo de dissociacdo em funcdo de f, mostrado na
Eq.(3.5):

k, =276,377.f* - 656,076.f* + 506,538.f -~ 116,973 [s7] (3.5)
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3.2.3. Balanco de massa para o oxigénio no tecido

A partir da lei de conservacao de massa, a variacao da concentracao do

oxigénio no tempo em um corte infinitesimal da regido do tecido sangiineo é:

taxa molar reagao de
(acumulo) =

difusiva radial de O, " consumo de o,

Escrevendo matematicamente cada termo temos:

0(Vie -C3,)

I =
(acumu o) &

taxa molar -

. . . a T a(:O
difusiva radial |= drg A .D,, . ar2
de O, no tecido

(reagao metabolica) = V. .k™ .C},

. T ~ ~ . . g
Considerando que DO2 e k™' s&o constantes, a equacdo simplificada do

balanco de massa para o oxigénio no tecido é mostrada na Eq.3.6 a seguir:

oC’T D [ acT
— _ 9% %

%

— I _kmetcT
ot r or or (3.6)
ou ainda,
oc _[ecl qocT]
it Pol o v 7K G (3.7)
Onde:
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c’ = concentracdo de 02 no tecido (mol/cm?)
Dg = Difusividade do oxigénio no tecido (cm?/ s)

k™t = Constante da reacdo de consumo de O, no tecido (s?)

3.2.4. Condigoes de contorno

A condicao de alimentagdao usada no capilar € que em condigdes normais,
na artéria a saturacdo da hemoglobina é de 97%. Levando em consideracdo as
condicdbes de equilibrio arteriais, obtém-se duas condicbes de contorno de

primeiro tipo para z=0:

t

CHbo2 a0 Cf/goz (3.8)

c _ rart
Co2 o Co2 (3.9)
Onde:
C?t = Concentracao de oxigénio livre no sangue de alimentagao

02

(mOIOZ/mlsangue)

cot = Concentragao de oxihemoglobina no sangue de alimentagao

(mO|Hboz/ mlsangue)

Na saida do capilar a oxihemoglobina ndo encontra mais um ambiente
propicio para se dissociar e o oxigénio encontra uma condicdo de equilibrio de
continuidade de fluxo.

Assim temos em z=L, final do capilar, as variagdes de concentragdes de
oxihemoglobina e oxigénio na direcao axial sdo nulas, levando a condicdes de

contorno do segundo tipo:

aCHbo2
0z

=0 (3.10)

z=L
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oC*
| _p (3.11)
oz

z=L

No centro do capilar, r=0, temos condicao de simetria, neste caso, as
condicbes de contorno para a oxihemoglobina e oxigénio livre no capilar sao
mostradas nas Eq.(3.12) e Eq.(3.13):

oC
% =0 (3.12)
or |,
oC®

ol _p (3.13)
or

r=0

Para a interface do capilar, teremos situagdes opostas para a HbO2 e O,.
Enquanto que o primeiro composto encontra uma barreira fisica para a sua
passagem, o segundo flui livremente pela parede do capilar na direcdo do tecido,
devido a consideracdo de inexisténcia de resisténcia a transferéncia de massa.
Portanto, teremos condicdao de isolamento para a HbO, e uma condicdo de

continuidade de fluxo para o O,. Em termos matematicos isto é representado

por:
oC
T | (3.14)
or r=r,
oC§ oCl
-Dg —2 = -D] —2 (3.15)
door | zoor |

c c

Para a regiao do tecido, consideramos fluxo difusivo somente na diregao
radial, assim temos duas condigdes de contorno para esta diregao. Uma em r=r,

que compreende a interface capilar-tecido e outra em r=rr onde se encontra o
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limite do tecido (ry = raio do tecido em torno do capilar). Na regido de interface,

considerando que nao ha resisténcia a transferéncia de massa, temos em ambos

os lados da interface a continuidade da pressao parcial de oxigénio, POZ , OU seja:

(3.16)

Por meio da aplicacao da Lei de Henry, podemos obter a concentracao

através da pressdo. Fazendo a substituicao fica-se com:

T

a
T 70 c
Co_.. = : o, (3.17)
Onde:
aéz = Coeficiente de solubilidade do oxigénio no capilar

(mol de O, / mmHg . ml de sangue)
ag = Coeficiente de solubilidade do oxigénio no tecido

(mol de O, / mmHg . ml de sangue)

No limite do tecido, é usada a condicdo de contorno de simetria, devido ao
fato de considerarmos a existéncia de outro capilar que também alimenta o

tecido adjacente. Ou ainda,

oC’
arf’z =0 (3.18)

r=ry

As equacdes do balanco de massa do modelo matematico e as condicOes

de contorno sao mostradas no Quadro III.1 a seguir:
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Regido do capilar

Oxihemoglobina
aCHbo2 aCHbo2

62CHb02 azcHbo2 1 6CHbOZ ]
+ + = +T

=-v +D
ot oz ooz | 72 or? r o or
oC
Cf—/bo2 0 Cf/gtoz (3.8) —éﬁ % =
z=L
oC oC
HbO, -0 (312) HbO, =0
or r=0 or r=r,
Oxigénio no capilar
oCe oC* o’C  &*Cc 1 oCe
—2 =y —2 4D 24—+ =—=2|-T
ot 0z 2| 0z or r or
CC Cart aC~CC>2
%l.0 % (3:9) 0z N
z=L
oC* oC¢ oCJ,
2 =0 3.13 -D5 —>*| =-D) —>
or (3.13) % or | % or|
r=0 r=re r=r,
Termo de reacao
T = ka.ng .(CHbma, - CHbOZ) - kb.CHbOZ
kart
K, = e 0,9
1+10,385.(F"" - )~
k, =276,377 f? -656,076f +506,538f -116,973
Regiao do tecido
Oxigénio no tecido
oC’ o°CT 1 0oC’
0 — T 2} + = 0 _kmetCT
ot @| or* r or o
T aCT
T Ao c
=—2C 3.17 = =
% r=r.* aéz O, r=re ( ) or

(3.1)

(3.10)

(3.14)

(3.2)

(3.11)

(3.15)

(3.3)

(3.4)

(3.5)

(3.7)

(3.18)

Quadro III.1 - Sintese do modelo matematico
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3.2.5. Adimensionalizacdao do modelo matematico

A fim de facilitar a resolucdo dos resultados devido as diferentes ordens de
grandeza que as concentragoes dos compostos O, e HbO, possuem, as equagdes
do modelo matematico sdo adimensionalisadas. Para isto, sdo utilizadas as

seguintes relagdes:

z= (3.19)

z
L

r (3.20)
rT

Sendo que Zz representa a distancia axial do capilar adimensional e r a

distancia radial do capilar adimensional. Para o capilar, r pertence ao intervalo
r r
0;—< _ <1
r, ) eparao tecido ry .

A concentracao adimensional de oxihemoglobina, representada por YHbOZ ,

€ obtida através da razdo da concentracdo de oxihemoglobina no capilar pela
concentracdao de hemoglobina total e a concentragao de oxigénio no capilar é
adimensionalisada pela razdao da concentracdao de oxigénio no capilar pela

concentracao de oxigénio total na artéria.

CHbo2

Yibo, = o (3.21)
CC

ve= Ct—Og, (3.22)
/]

Sendo que a concentracdo total de hemoglobina é dada pela soma da

concentracao de hemoglobina que esta ligada ao oxigénio com a concentragao de
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hemoglobina presente na forma livre, ou seja, C::ta’= ngz +C™. E a
concentragao total de O, pode ser:

1. CTotal = Cart
0y 0

2. Cr¥= cr+C

02 HbO

Para o tecido, a concentracao de oxigénio é adimensionalisada a partir das
pressoes de equilibrio entre o oxigénio presente no tecido e o total de oxigénio

existente na alimentagao do capilar. Sendo assim, a concentragao de oxigénio

arterial € assumida como uma concentracao de referéncia, C;ef= sz't e para o

tecido teremos:

.
(04
Cy'= —= g (3.23)

c
CZOZ

Entdo, a concentracdo de oxigénio no tecido adimensionalisada, YOT;, é

dada pela relagao mostrada na Eq.(3.24) abaixo:

C’ a¢ CT
0

YT — %2 —_ 9
0 CT,ref CZT Cart
0 (] 0

(3.24)

Sendo que:
- = Distancia adimensional axial do capilar
z
r = Distancia radial do capilar adimensional
Cc?t = Concentracao de oxigénio livre no sangue de alimentagao

0

(m0|02/m|sangue)

cort = Concentragao de oxihemoglobina no sangue de alimentagao

HbO,
(mOIHbOZ/mlsangue)
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crotal = Concentragao total de hemoglobina no sangue de alimentagao

Hb
(mOIHb/ mlsangue)
C’™¢ = Concentracao adimensional de O, no tecido em equilibrio com a
02

concentracao de O, no sangue de alimentagao

= Concentracao adimensional de oxigénio no capilar

C

YOZ

Y = Concentracdao adimensional de oxihemoglobina
HbO,

YOT = Concentracdo adimensional de oxigénio no tecido
2
C

%o, = Coeficiente de solubilidade do oxigénio no capilar

(mol de O, / mmHg . ml de sangue)

ag = Coeficiente de solubilidade do oxigénio no tecido

2

(mol de O, / mmHg . ml de sangue)

3.2.5.1. Balanco de massa para a oxihemoglobina adimensional

Utilizando as relagdes adimensionais descritas anteriormente, o balancgo de
massa adimensional para a oxihemoglobina e suas condicdes de contorno sao

apresentados no quadro III.2.

L aYHbo2 4 aYHbo2 1 azYHbOZ 1 82YHbo2 11 aYHbOZ 1
V ot = Z 6E HbO, L_z — r_z — t == = + Ctotal T (3.25)
0z T Oor Irr or Hb
oY, oY,
e =0 (3.26) e =0 (3.27)
cat oY,
Yo l. = —2 3.28 % =0 3.29
HbO, |7 _o C;Ztal ( ) 0z - ( )

Quadro III.2 - Sintese do balango de massa adimensional para oxihemoglobina
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3.2.5.2. Balanco de massa para o oxigénio adimensional

O balanco de massa adimensional para o oxigénio no capilar e suas

condigdes de contorno sao mostrados no quadro III.3.

LoYs v oY e | 1 o5, 105 1105 1 - 3.30

——t=-—=+D) | =t 5=t == | ey (3.30)

v ot L oz L 57 T or It r or Co,

o c c

8—27 =0 (3.31) YO2 o Clotal (3.32)
z=1 [e/)

oY < oY < DI ol cit oy’

—21 =0 (3.33) —= = 32| (3.34)

or - o or F=[r J* l)o2 0(02 Coz or F:[r—CT

Quadro III.3 - Sintese do modelo adimensional para o oxigénio no capilar

3.2.5.3. Balango de massa para o oxigénio no tecido adimensional

Para o oxigénio no tecido, o balanco de massa adimensional e suas

condigdes de contorno sdao mostrados no quadro II1.4 a seguir:

oyl pr oY qov!
a;z = ‘}{ 2 W1 a:’z — k™Y, (3.35)
I | or ror

aYT Ctota/
—= - . T LY o, | o .
or | 0 (3.36) Yo, H cat o H (3.37)

Quadro III.4 - Sintese do modelo adimensional para o oxigénio no tecido

37



3.2.6. Discretizacgao

Para a resolucdo numérica do modelo matematico utilizou-se o método das
linhas. Este método é empregado em problemas que envolvem equacles
diferenciais parciais e que apresentam varidveis tanto espaciais quanto
temporais. No método das linhas, a discretizacao é feita apenas nas variaveis
espaciais da equagao resultando em um sistema de equacOes diferenciais

ordinarias no tempo.

Neste trabalho, o método de discretizacdo escolhido foi o método das
diferencas finitas. A idéia basica dos varios métodos de diferencas finitas
existentes € a de substituir as derivadas parciais de uma equacao diferencial por
aproximacoes baseadas em expansodes das séries de Taylor na regido dos pontos

de interesse (Ruggiero, 1996).

As equacOes diferenciais parciais sao discretizadas por diferengas finitas
explicitas. Os termos convectivos do modelo matematico sao discretizados por
diferencas finitas explicitas do tipo regressivas (backward difference) e os demais

termos por diferencas finitas centrais ou simétricas.

Os indices subscritos i e j que aparecem nos balancos de massa
adimensionais discretizados sdao os contadores da discretizacao. Para a direcao

axial utiliza-se o indice i pertencente ao intervalo [1, N,+1] e para a diregao

radial, utiliza-se o indice j que pertence ao intervalo [1, N;+1] para o capilar e

[1, NrT+1] para o tecido. A Fig.(III.5) mostra a estrutura esquematica para a

solucdo numeérica do modelo matematico.
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tecido

Figura II1.5 - Esquema utilizado na discretizacao do modelo matematico

Onde:
NE . , . . . .

r = numero de subintervalos da regiao do capilar na diregao radial
N, = nUmero de subintervalos da regido do capilar na diregao axial
NT

numero de subintervalos da regido do tecido na direcao radial

ﬁ
Il

A partir da descricdo formal do modelo matematico e da posterior
implementacdo computacional, pode-se resolver numericamente todas as
equacdes e condigdbes de contorno envolvidas no processo de oxigenagao

tecidual.

3.2.6.1. Balanco de massa para o oxihemoglobina adimensional

discretizada

Para a oxihemoglobina, o balango de massa adimensional escrito na forma

discretizada é mostrado na Eq.(3.38).
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Piwo _ ;. [(ve oo )] 1 1, [(v70 - 2v70 4y

dt (3.38)

(V52 =202 4% )+ 5 (V2% V2% |+ BT
2(j-1)
Sendo que, para j-1 (r =0) a segunda parte do termo difusivo em r pode

ser escrito como
YHbOz _ YHbOZ

Iin1 i, j+1 i,j-1 O
Jjo1 j -1
porque a condicao de simetria impdem que a curva de concentragdo seja paralela

ao eixo em (r =0). Deste modo o numerador tende a zero mais rapidamente

que o denominador.
O termo difusivo em r passa a ser escrito como

24, (Yf-/bo2 n YHbOZ)

i j+1 ij-1

Na Eq.(3.38), as constantes 4 e B sdo dadas por:

v 1 Dbz 1 Db2 1 1
%:Z_—; Ay = ZO —2 A3y /-/20 2 B:Cmtal
Az (Az) Iy (AI‘) Hb
Onde:
rC
AP = Ll e A}:i
N¢ N,

3.2.6.2. Balanco de massa para o oxigénio no capilar adimensional

discretizada

Para o oxigénio no capilar, o balangco de massa adimensional escrito na

forma discretizada fica da seguinte forma:
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d(:t?z =4 [(Y/ 1,j Y/OJ2 ):| + Aoy [(Y/?zl i ZYI?J? + Y'?il )] *

1
Za1 {(Yf’fﬂ S ) gy Ve Y 1)} Bl

(3.39)

novamente, para (r =0), -1

25, (V2215 + Y5

E as constantes 4 que aparecem na Eq.(3.39) sao dadas por:

D, 1 D 1 1
Ay = 2 —2 A3y = 2 7; B = C total
T (Az) T (AI‘ ) 0,

3.2.6.3. Balanco de massa para o oxigénio no tecido adimensional

discretizada

Para o oxigénio no tecido, o balanco de massa adimensional escrito na

forma discretizada é mostrado na Eq.(3.40) abaixo:

T T
= 33 [( a2+ Y,-,Tj_lﬂ + Ay Vg1 Y"'“r + K™ty (3.40)
(j- l)Ar +-<

T

dyg;

Sendo que as constantes A4 da Eq.(3.40) sao:

Dl 1 Dl 1 fe 7 le
—T r
Az = 22 2 Ay = 22 — s Ar = N L
rT (Ar ) rT ZAF r
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3.3 - Fluxograma do programa computacional

A Fig. (II1.6) mostra o fluxograma simplificado do programa computacional

desenvolvido. As equacbes do modelo matematico sdo calculadas pelo método

Runge Kutta e o compilador utilizado no programa computacional foi Visual

Fortran 5.0.

—»u—>| Problema s

|
I
|

=

Figura III.6 - Fluxograma do programa computacional
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3.4 - Conclusao

Neste capitulo foi proposto um modelo matematico dindmico utilizando o
principio da conservacdo da massa para um estudo de casos na transferéncia de
oxigénio as células do tecido cerebral a partir dos capilares sanguineos. A
geometria utilizada considera que os capilares sdao organizados espacialmente de
acordo com uma distribuicdo homogénea. No capilar, desenvolveu-se um balango
de massa tanto para o oxigénio livre quanto para o oxigénio ligado a
oxihemoglobina e os transportes de mondxido e didxido de carbono foram
negligenciados. Para o tecido, desenvolveu-se um balanco de massa para o
oxigénio. Os fendbmenos que ocorrem na regido do capilar sangliineo sdo: a
conveccao, a difusdo na direcdo axial e radial e a reacdao reversivel entre a
hemoglobina e o oxigénio e para a regido do tecido, é considerada uma difusao

na direcdo radial e a reacao de consumo de oxigénio no metabolismo celular.

Foi proposta uma equacgao cinética simplificada para o oxigénio e para a
hemoglobina cujos coeficientes sao expressos como uma funcao da saturagao

hemoglobinica.

As equacOes diferenciais parciais obtidas no modelo matematico foram
discretizadas por diferencas finitas explicitas e solucionadas pelo método das
linhas para a implementacao de uma programa computacional. O compilador

utilizado foi o Visual Fortran 5.0.
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IV. RESULTADOS E DISCUSSOES

O objetivo deste capitulo é a proposicdo de perfis de concentragao para a
oxihemoglobina e para o oxigénio, no capilar e no tecido, que estejam de acordo
com um conjunto coerente de informacgoes fisiolégicas e que respeitem as
imposicoes e limitagdes do modelo matematico proposto no capitulo anterior. Os
perfis propostos serdo entdo utilizados para a otimizacdao do modelo matematico
e determinacdo dos valores 6timos para a constante cinética metabdlica e a
espessura do tecido alimentado por um capilar, correspondente a geometria

usada neste trabalho.

4.1 - Constantes e parametros

Estdo bem sedimentados na literatura os valores médios das
concentracdes da oxihemoglobina e do oxigénio, nas artérias e nas veias, a
velocidade do fluxo do plasma e os coeficientes de difusdao da oxihemoglobina e
do oxigénio no plasma e deste ultimo no liquido extracelular. Ainda no plasma, a
cinética da reacdo oxihemoglobina - oxigénio estd bem determinada, conforme é
discutido em capitulos anteriores.

Quanto as questdes estruturais, apesar de serem bem conhecidas as
dimensdes médias dos capilares, comprimento e diametro, ndao existem dados
seguros a respeito da espessura do tecido irrigado por um capilar, ry,
principalmente quando € levada em conta a estrutura proposta neste trabalho.

Por outro lado, a reacdao metabdlica de consumo de oxigénio envolve
varias etapas, o que torna sua modelagem muito complexa. Neste trabalho ela é
simplificada para uma reacgdo de primeira ordem, cujo coeficiente cinético, k™", é
desconhecido. Deste modo s&o duas as constantes, rr e k™", que precisam ser
determinadas através de uma estimativa de parémetros que atenda o conjunto
coerente de informacdes fisioldgicas escolhido e as limitacdes do modelo
matematico proposto.

Os valores dos parametros encontrados na literatura sdo mostrados na

Tab.4.1 a seguir:
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Tabela 4.1 - Valores dos parametros encontrados na literatura.

Simbolo Propriedade Valor Unidades Ref.
3,0.10°° 1
2,5.107
rr Raio do tecido cm
4,8.107
3,8.107° 10
0,05 2,12
0,06 7,8
L Comprimento do capilar cm
0,03 9
0,04 10
] 0,033 1,2
Y Velocidade sangtlinea cm/s
0,038 10
3,0. 10" 1
Feap raio do capilar 2,8. 10" cm 7,8
3,5.10™" 9
D _ _ 1,6. 107 5 1,3
Oz Dif. do O, no tecido s cm</s
1,5.10 8
0,8. 107 1,4,5
Do,, Dif. do O, no sangue 1,3. 107 cm?/s 3
1,5. 107 9
D _ 1,44. 107 5 1
HbO, Dif. HbO, no sangue cm</s
4,5.10°® 5
1,4.10° 1
OLE)Z Sol. do O; no sangue 1,51.10° | moloz/Mlsangue-mmMHg 4,5
1,39.107° 6,11
OttOZ Sol. do O, no tecido 1,3.10° MOlo2/Mlsangue-MMHg 1,8
Cag; Conc. O, na artéria 1,45.1077 mMOloz/Mlsangue 4
C&y Conc. O; na veia 5,6.10° mMOloz/Mlsangue 4
Tho, | Conc.HbO; naartéria [2,134.10° | MOlwoz/ Misangue 2
veia . -5
HbO, Conc. HbO5 na veia 1,65.10 MOlubo2/ Mlsangue 2
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Conc. Total de Hb na

2,2.107 4,5
, mOIHb/ mlsangue
artéria, Hb + HbO2

2,2510°° 1

(1) Sharan e Selvakumar, 1992; (2) Guyton e Hall, 1997; (3) Ursino et al.,
1989; (4) Sheth e Hellums, 1980; (5) Moll, 1968; (6) Gutierrez, 1986; (7)
Sharan e Popel,1998; (8) Sharan e Gupta, 1998; (9) Gonzalez e Fernandez,
1968; (10) Hudetz, 1999; (11) Valabregue, 2003; (12) McGuire e Secomb, 2001

CHb total

A Tab.(4.2) mostra os valores dos parametros que sao utilizados para

solucionar o modelo matematico proposto.

Tabela 4.2 - Valores dos parametros utilizados na solucdo do modelo
matematico.

Simbolo Propriedade Valor Unidades Ref.
L Comprimento do capilar 0,05 cm 2,12
\% Velocidade sanglinea 0,033 cn/s 1,2
Fcap raio do capilar 4,0. 10" cm
DOzT Dif. do O, no tecido 1,6. 107 cm?/s 1,3
Do,, Dif. do O, no sangue 0,8. 107 cm?/s 1,4,5
Dhvo, Dif. HbO, no sangue 1,44. 107 cm?/s 1
0%2 Sol. do O, no sangue 1,4.10° | moloz/Mlsangue-MMHg 1
O‘toz Sol. do O, no tecido 1,3.10° MOlo2/Mlsangue-MmMHg 1,8
Cor Conc. O, na veia 5,6.10°8 mMOloz/Mlsangue 4
t L .
‘:;aOZ Conc. HbO; na veia 1,65.107 MOlhpbo2/ Mlsangue 2
C Conc. Total de Hb na 5210 e/ mi 45
Hb ,2.10° mMolu/ mM ,
total artéria, Hb + HbO2 o sangue

(1) Sharan e Selvakumar, 1992; (2) Guyton e Hall, 1997; (3) Ursino et al.,

1989; (4) Sheth e Hellums, 1980; (5) Moll, 1968; (8) Sharan e Gupta, 1998;
(12) McGuire e Secomb, 2001
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4.2 - Perfis iniciais de concentracao para hemoglobina e oxigénio

A fim de encontrar as condicdes normais sdao construidos perfis de
concentragdao para a regidao do capilar e do tecido, obtendo-se curvas que
atendam os valores de concentracdao conhecidos e as caracteristicas matematicas
do modelo.

Para a obtengao do perfil inicial definitivo da oxihemoglobina no capilar
construi-se um perfil inicial aproximado que atendia duas informacdes fisioldgicas
e uma limitacdo do modelo matematico.

As informagdes fisiolégicas sdo as concentracdes de oxihemoglobina
normalmente encontradas nas artérias e nas veias. Aqui se trata das arteriolas e
das vénulas. Observe que se considera a membrana das arteriolas impermeavel
ao oxigénio, de modo que as concentracdes nas artérias e nas arteriolas sao
iguais. O mesmo vale para as concentracdes nas vénulas e nas veias, que
também sdo consideradas iguais.

Com relagdo ao modelo matematico existe uma condigdo de contorno de
continuidade de fluxo no final do capilar, em outras palavras, derivada nula,

aCHbOZ
0z

z=L

=0 , e a consideracao de perfil radial no capilar, que leva a condicao de

simetria em r = 0. Neste momento o perfil radial é desprezado, de modo que é
preciso apenas determinar uma curva axial, ja que todas sao iguais.

Logo, o perfil que atende a ambas as informagdes fisioldgicas e a
restricdo do modelo matematico € uma parabola e a equacdao resultante é

mostrada a seguir:

art Cveia 2 Cart _ Cveia
Co, (2) - (oG8 ) o 20 "G (4.1

Com relagao ao oxigénio no capilar, além dos valores conhecidos de
concentragao e da condicao de contorno, existe ainda uma terceira informagao
fisioldgica que deve ser utilizada, que é a de equilibrio quimico entre a

oxihemoglobina e o oxigénio no capilar. Isto foi imposto no proprio
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desenvolvimento da equacdo cinética para esta reacdao, quando se levou em

conta a existéncia de estado estacionario nas artérias e nas veias.

cs,(2) =12 o, (2) (4.2)

b
ka CHb,O,a, - C/—/bo2 (Z)

A utilizacdo desta equacdo leva a um perfil para o oxigénio no capilar
gque atende automaticamente as informacOes fisiolégicas de concentracao do
oxigénio na artéria e na veia e a restricdo do modelo matematico, de
continuidade no final do capilar, semelhantes aquelas usadas para a
oxihemoglobina. Esta metodologia também leva a desconsideracao do perfil
radial para a concentracdao do oxigénio.

Para o tecido, duas informacdes fisiolégicas podem ser usadas para
determinar o perfil inicial aproximado. A primeira delas se refere a barreira
hematoencefalica, enquanto que a segunda é a concentracao local limite de
oxigénio para impedir a morte do tecido.

Neste trabalho é considerado que a barreira hematoencefalica nao
oferece resisténcia a passagem do oxigénio. Deste modo existe um equilibrio
para este gas, entre o tecido e o capilar, que é definido como a igualdade das

suas pressoes parciais, resultando na Eq.(4.3) a seguir:

Co (z)= “o, Cs, (2) (4.3)

Onde ng* € a concentracdo de oxigénio no tecido em equilibrio com a

concentracao de oxigénio no capilar.

Sob o ponto de vista do modelo matematico, existe a condicdo de
contorno de simetria no meio do tecido, que forca também aqui o uso de uma
curva parabdlica. Para a construcdao deste perfil parabdlico, uma terceira
informacdo é necessaria. Como a concentracdo no meio do tecido ndao é
conhecida, neste trabalho é usado um redutor, B, conforme mostrado na Eq.

(4.4) seguinte:
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Co, (n)=C5(r.)B (4.4)

CL (r,2)=CL (2)| B+ (1- ,B)((:T_;:)Z (4.5)

C
O valor deste redutor é escolhido de modo que a concentracdo no “dead
end”, como é chamado o ponto do tecido correspondente ao final do capilar, seja
superior a concentracdo minima necessaria ao funcionamento do tecido.
A seqléncia escolhida para a geracao dos perfis iniciais aproximados, da
concentracao da oxihemoglobina para a do oxigénio no capilar e depois para a
concentracao do oxigénio no tecido, € necessaria porque leva a um perfil para a

concentracao do oxigénio no capilar mais proximo da realidade.

4.3 - Otimizacdo do modelo matematico para a determinacdao dos

parametros cinéticos e estruturais, r; e k™"

Para escolher os melhores valores para estes parametros, r. e k™, que
atendam as condicdes iniciais conhecidas, realiza-se uma otimizacao do modelo
matematico.

A partir dos dados de perfusao de sangue na regulagao cerebral pode-se
calcular o volume de tecido que é irrigado por um capilar. Em Andreazza (2003),
este calculo leva a uma espessura de tecido de 0.003 cm. Pela geometria usada
em Andreazza (2003) que despreza a difusdo radial no tecido, esse volume de
tecido irrigado pode ser calculado por V, =2xzr.r, L. Neste trabalho, levando

em conta a difusdo radial o mesmo volume € dado por V, =7z(rtf,ta,—rcz).

Igualando os volumes V, =V, obtém-se a Eq. (4.6) mostrada a seguir:

rtota/ = \/2rc rt +rc2 (46)
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Utilizando os valores dos parametros mostrados na Tab.(4.2), se obtem

a seguinte relagdo:

r, =3r. (4.7)
Onde:
- = Segmento de raio que representa a espessura do tecido (cm)
t
r, = Raio do capilar (cm)
loty = Raiototal (r. +r,) (cm)
V = Volume de tecido irrigado em Andreazza (2003)
1
V = Volume de tecido irrigado neste trabalho
2

A concentracdo de oxigénio critica no tecido pode ser calculada por meio
da Eq. (4.8):

c t

t _ aOZ P O,crit

Ozcrit - Cart (48)
0,

t s ~ e R . . .
Onde P, _; € a pressdo critica de oxigénio no tecido, cujo valor é de 5
2

mmHg, sendo que pressdes abaixo deste valor podem comprometer o

funcionamento das células (Guyton e Hall, 1997). Substituindo os valores dos

a t
parémetros a; e Cg" encontrados na Tab.(4.2) e o valor de P, cric 1 Obtemos o

crit !
valor de 0.0483 para a concentracdao adimensional de oxigénio critica no tecido.
Para a escolha dos valores 6timos da constante metabdlica e do raio do
tecido é feito o diagrama mostrado na Fig. (IV.1), onde se tem a constante
cinética da reacdo metabdlica, kmet, Na coordenada horizontal e a espessura do
tecido irrigado por um capilar, em numeros de raios do capilar no eixo das

ordenadas.
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Os pontos representam os valores de knet € 1 testados. O primeiro valor
associado a cada ponto representa o afastamento entre o valor obtido pelo
programa para as concentragdes no final do capilar e as concentracdes fixadas

para a vénula. Esta diferenca é calculada pela Eq. (4.9):

e - Co (1), |Cis, — Cumo, (L)

Diferenca = — — (4.9)
‘ CO2 ‘ ‘ CHbO2
Onde
c = Concentracao de oxigénio no final do capilar
Cs, (L)

Cirvo (L) = Concentracdo de oxihemoglobina no final do capilar

O segundo e terceiro valor associado ao ponto testado sdo a
concentracdao de oxigénio no “dead end” obtida pela Eq. (4.8), e a pressao média

de oxigénio no tecido [mmm Hg], respectivamente.
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Figura IV.1 - Diagrama para a otimizagao dos valores da constante metabdlica e da

espessura do tecido.
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Na Fig. (IV.1), as linhas ligam os pontos de mesmos valores, verde para
os valores de “dead end” e também para as pressdes de oxigénio medias no
tecido, tracejada para as diferencas entre as concentragdes e a linha pontilhada
vermelha relne os pontos em que a concentracdo no “dead end” é igual ou
superior a 0.12 e a pressdao média é préxima a 23 mmHg que é a pressdo normal
de oxigénio no tecido (Guyton,1997). Os pontos abaixo da curva pontilhada
vermelhada ndo sdo vidveis pois tem uma pressao superior a 23 mmHg e a
concentracdao no “dead end” tem um valor acima do valor limite de 0.12. Os
pontos acima da curva pontilhada vermelhada também ndo sdo viaveis pois tem
uma pressao inferior a 23 mmHg e a concentragao no “dead end” tem um valor
abaixo do valor limite de 0.12.

Da Eq. (4.6), temos que r, =3r., e na Fig. (IV.1) a linha do r, =3 cm

encontra o valor de 23 mmHg para a pressao normal de oxigénio no valor de
constante metabdlica, kmet = 16 s*. Neste ponto, a concentracdo no “dead end”
gque é a concentracdo minima no tecido é igual 0.143, ou seja superior a
concentracdo de oxigénio critica de 0.0483 calculada anteriormente.

Deste modo, o ponto do r, =3 cm € ket = 16 s! se encontra na regido

viavel e apresenta a diferenca minima na curva de 23 mmHg.

4.4 - Perfis finais de concentracao para hemoglobina e oxigénio

Tendo definidos os valores o6timos dos parametros fisioldgicos, sao
construidas as curvas dos perfis de concentracdao para a oxihemoglobina no
capilar e para o oxigénio, tanto no capilar quanto no tecido, que atendam as
caracteristicas matematicas do modelo e os valores de concentracdo conhecidos
da literatura.

Para a oxihemoglobina, o perfil de concentragdao adimensional em estado

estacionario € mostrado na Fig. (IV.2):
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Concentragiio de oxihemoglobina
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Q&
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Figura IV.2 - Perfil da concentracao adimensional de oxihemoglobina em
estado estacionario.

Na Fig. (IV.2), a concentracao de oxihemoglobina adimensional

corresponde a fracdo de saturacdao da oxihemoglobina. No eixo axial, o ponto

z =0 corresponde ao primeiro ponto do capilar, e o valor de concentragao

associado a este ponto é de 0,97, que é o valor de concentracdo da

oxihemoglobina encontrado no sangue arterial. A posicao do eixo axial, z=1
corresponde ao final do capilar, onde se tem uma redugao no valor da
concentragdao para 0,75, ou seja, diminui 22%.

O perfil de concentragcdo médio adimensional da oxihemoglobina pode
ser visto na Fig. (IV.3), onde se observa nos extremos do capilar os valores de

1,0063 e 0,4076 para a artéria e para a vénula, respectivamente.
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Figura IV.3 - Perfil médio da concentracao adimensional de oxihemoglobina em

estado estacionario.

O perfil de concentracdo médio da oxihemoglobina também foi estudado
por Andreazza (2003). Uma comparacao entre as curvas obtidas por Andreazza
(2003) e as curvas obtidas neste trabalho para o perfil de concentragdao médio da

oxihemoglobina é mostrada na Fig. (IV.4) a seguir:

Meste trabalho

# Andreazza (2003)

oan —

o200 —

Concentacdo de oxihemoglobina adimensional
|

o.Fo

T I T [ T [ T I T 1
0.00 D .20 0.40 0 &D D20 1.00
eixo axial adimensional

Figura IV.4 - Comparacao de perfis médios de concentracdao adimensional de

oxihemoglobina em estado estacionario.
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Na Fig. (IV.4), a curva em azul representa o perfil médio da
concentragdo adimensional de oxihemoglobina em estado estacionario obtido
neste trabalho e os pontos em vermelho o perfil médio da concentracao
adimensional de oxihemoglobina em estado estacionario obtido por Andreazza
(2003). Verificamos que os resultados sdao semelhantes. As curvas apresentam o
mesmo comportamento e sao compativeis com os dados da literatura para os
perfis de oxihemoglobina no capilar.

Para o oxigénio no capilar, o perfil de concentracdao adimensional em

estado estacionario € mostrado na Fig. (IV.5) a seguir:

Concentrac¢ao de oxigénio no capilar
180
1. 100D i 1.100

i

03
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i
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: . — e elxo

eixo radial — o <
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. 1 — 034

Figura IV.5 - Perfil da concentracdao adimensional de oxigénio no
capilar em estado estacionario.

Conforme mostra a Fig. (IV.5), temos que o valor de concentragao
adimensional na porgao inicial do capilar é de 1,0 e este valor diminui ao longo
do capilar até chegar a uma concentracao de 0,34 na regido da vénula.

O perfil de concentracdao médio adimensional de oxigénio pode ser visto
na Fig. (IV.6), onde se observa nos extremos do capilar os valores de 1,0063 e
0,4076 para a artéria e para a vénula, respectivamente. Este perfil de
concentracao satisfaz as informacoes fisioldgicas de concentracdo de oxigénio na
artéria e concentracdo de oxigénio na vénula conhecidas da literatura e foi

calculado de acordo com a Eq. (4.10):

Cs (2,r) = ljo Cs, (r z, t)dr? (4.10)
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Figura IV.6 - Perfil médio da concentracdo adimensional de oxigénio no capilar

em estado estacionario.

Estes perfis de concentracdo também podem ser expressos na forma de
pressao parcial de 0,, facilitando a comparacao com dados da literatura
normalmente expressos desta forma. Conforme mostrado no Cap.II, a pressao
de oxigénio pode ser obtida pela razdo entre a concentracao de oxigénio e a sua

solubilidade para cada regiao de interesse (capilar ou tecido), conforme Eg.

y

Y — Y pY i y _ 9%
(I.1), Gy =ay Py , ouainda, Fj = et
OZ

A Fig. (IV.7) mostra o perfil em estado estacionario da pressdo parcial de

oxigénio no capilar sanguineo em comparacao com o perfil apresentado por
Andreazza (2003).
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Figura IV. 7 - Perfil estado estacionario da pressao parcial de oxigénio no capilar

sangliineo em equilibrio com a concentragcao adimensional de oxihemoglobina

Na Fig. (IV.7), se observa que a maior parte do oxigénio presente no
capilar é levado ao tecido no primeiro terco do comprimento do capilar, o que
esta de acordo com o mostrado em Andreazza (2003). Os valores encontrados
para a pressao parcial de oxigénio, nos pontos extremos do capilar, nas juncdes
com a arteriola e com a vénula neste trabalho, sdo bem préximos dos valores
normais reais mostrados por Guyton e Hall (1997) de Pa‘ort = 100 mmHg e Pg’)ela

2 2
= 40 mmHg e dos valores apresentados em Andreazza (2003).

Verificamos também que as curvas apresentam 0 mesmo

comportamento mesmo com a diferenca de geometria, valor de constante

metabdlica e de inclusdo da difusdo radial no capilar.

58



O perfil de concentracdao adimensional em estado estacionario para o
oxigénio no tecido é mostrado na Fig. (IV.8) onde se observa na regido de
interface o mesmo comportamento do perfil de concentracdo do oxigénio no
capilar, porque a concentracao no tecido depende diretamente da concentragao
no capilar. Quanto mais afastados da regido de interface, mais baixo é o valor de
concentracao de oxigénio e na regiao do “dead end”, a concentragao esta acima
da concentracdo limite. Pode-se observar também que o valor do fator redutor

de concentracao B é 0,5, visto que de acordo com a Eq.(4.4).

Co, (n)=C5 (r.)p

Concentracao de oxigénio no tecido

100
L100 e D ————l-lﬂ]] .

R

056

034

012

Figura IV.8 - Perfil da concentragdao adimensional de oxigénio no tecido
em estado estacionario.

59



4.5 - Curva de saturacao hemoglobinica

A curva de saturacao/dissociacao hemoglobinica é construida a partir da
porcentagem de Hb que esta ligada ao oxigénio, para determinada pressao de
oxigénio no sangue, PO,. Esta curva tem um formato sigmoéide em que no inicio
apresenta baixa afinidade pelo oxigénio, no trecho intermediario, tem uma
configuracao na qual a afinidade pelo oxigénio progressivamente aumenta a
medida em que moléculas sucessivas de O, combinam com a hemoglobina com a
vantagem de que na faixa de PO, entre 60 e 40 mmHg, grandes quantidades de
0O, podem ser transferidas do capilar para os tecidos sem que a PO, caia
acentuadamente e no porcdo superior, a afinidade volta a ser baixa e é
necessaria uma grande queda da PO, para que haja reducdo mensuravel na
saturacao da HbO..

A curva de dissociacao demonstra o percentual de saturacdo da
hemoglobina correspondente a cada valor da PO, do sangue, conforme

demonstra o grafico da Fig. (IV.9) a seguir:

10000 —

9000 —

@ - Bodk, Field e Adair (1923)
* - andreazza (2003)

Este trabalho

% saturacdo de HbO2

8000 — .

7000 I | i | I | I
4000 60.00. 80.00 100 00
pressao parcial de O2 no capilar

Figura IV.9 - Comparagao entre curvas de dissociagao HbO,. A linha azul representa a
curva obtida neste trabalho, os pontos verdes representam os dados experimentais
obtidos por Bock, Field e Adair (1923) e os pontos vermelhos a curva obtida por
Andreazza (2003).
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A Fig. (IV.9) mostra a curva de saturacdo obtida neste trabalho em
comparagao com os dados experimentais obtidos por Bock, Field e Adair (1923)
e a curva obtida por Andreazza (2003). Observa-se que a curva obtida neste
trabalho apresenta o mesmo formato sigmodide da curva obtida por Andreazza
(2003) e a apresentada na literatura, como mostrado no Cap. II, e apresenta o
mesmo comportamento dos pontos experimentais, ou seja, um aumento
progressivo na porcentagem de hemoglobina que se combina com O, a medida
que a PO, aumenta. Quando a PO, é alta, como nos capilares pulmonares, o
oxigénio se liga a hemoglobina, mas quando a PO, é baixa, como nos capilares
dos tecidos, o oxigénio se dissocia da hemoglobina.

No intervalo entre 10 e 60 mmHg, a capacidade da hemoglobina se
combinar com o O, aumenta muito rapidamente, a 40 mmHg cerca de 75% das
moléculas sao HbO,. Assim, mesmo que PO, diminua de 100 para 60 mmHg,
apenas 10% de saturacdo é perdida, revelando uma considerdvel margem de
seguranca no fornecimento de gases as células por esta via. Dado que a PO, no
sangue apods as redes capilares em repouso ainda é de 40 mmHg mostra que
existe O, de reserva para situagoes de atividade.

A analise desta curva de dissociacdo da hemoglobina e a influéncia de
diversos fatores na sua configuragao, facilitam a compreensao dos mecanismos
de liberagao do oxigénio nos tecidos. Quando a afinidade da hemoglobina pelo
oxigénio estd aumentada, menos oxigénio é liberado nos tecidos. O consumo
celular de oxigénio diminui a sua concentragcdao no ambiente em que a célula se
encontra.

Com a redugdao da concentracdo do oxigénio, o gradiente do oxigénio
através da membrana celular se reduz e menos oxigénio se difunde na célula,

reduzindo o PO; intracelular e comprometendo o metabolismo celular.
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4.6 - Conclusao

Neste capitulo foram propostos perfis de concentracdo para a
oxihemoglobina e para o oxigénio, no capilar e no tecido, que representem uma
situacdo normal do processo de transferéncia de oxigénio aos tecidos. Os perfis
sao coerentes com o conjunto de informacOes fisioldgicas e respeitam as
imposicoes e limitacdes do modelo matematico proposto.

Estes perfis foram utilizados na otimizacdo do modelo matematico e na
determinacdo dos valores otimos para a constante cinética metabdlica e a
espessura do tecido alimentado por um capilar, correspondente a geometria
usada neste trabalho.

A validacdo do modelo matematico foi feita por meio de uma
comparagao com dados da literatura e se mostrou adequado para descrever o
comportamento dinamico da oxigenacao tecidual, podendo agora ser aplicado

para estudo de casos, analisando situagdes fisioldgicas especiais.
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V. CONCLUSAO E SUGESTOES

Em conformidade aos objetivos centrais propostos, o presente trabalho
gerou um modelo matematico transiente que pode ser utilizado na analise de
casos com situagoes fisioldgicas especiais provocadas por estimulos externos do
transporte de oxigénio para o tecido cerebral. O modelo engloba as reacdes e
fenomenos de transferéncia de massa mais relevantes no processo da
oxigenacao. A geometria proposta considera que os capilares sao organizados
espacialmente de acordo com uma distribuicio homogénea, na qual se
distinguem duas regides: um cilindro capilar com raio r. e um cilindro de tecido
concéntrico com espessura r;.. Apesar de se ter dados bem conhecidos a respeito
das dimensGes médias dos capilares, comprimento e diametro, ndao existem
dados seguros a respeito da espessura do tecido irrigado por um capilar, r,
principalmente quando é levada em conta a estrutura proposta neste trabalho.

Na regido capilar, a contribuicdo do plasma é desprezada devido ao fato de
os capilares possuirem um diametro muito pequeno, que faz com que os
eritrécitos percorram o capilar em fila indiana muito préximos uns dos outros,
assumindo o formato cilindrico do capilar. Como todo o plasma considerado esta
contido nos eritrécitos e é transportado por eles, apesar do fluxo sanguineo ser
laminar, ndo existe perfil radial parabdlico de velocidade. Os balancos de massa
nesta regidao do capilar sdao feitos tanto para o oxigénio livre quanto para o
oxigénio ligado a oxihemoglobina e os transportes de mondxido e didxido de
carbono sdo negligenciados. Para o tecido, foi feito um balanco de massa para o
oxigénio. Os fenOmenos que ocorrem na regido do capilar sangliineo sdo:
convecgao, difusdo na direcao axial e radial e uma reagao reversivel entre a
hemoglobina e o oxigénio e, cujos coeficientes sdo expressos como uma fungao
da saturacao hemoglobinica. Na regidao do tecido, foi considerada uma difusao
na direcdo radial e a reacdo de consumo de oxigénio no metabolismo celular.
Esta reacdo metabdlica de consumo de oxigénio envolve varias etapas, o que
torna sua modelagem muito complexa. Neste trabalho a reacdo é simplificada
para uma reacdo de primeira ordem, cujo coeficiente cinético, k™, é

desconhecido.
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Foram propostos perfis de concentragdao para a oxihemoglobina e para o
oxigénio, no capilar e no tecido, que representassem uma situacao normal do
processo de transferéncia de oxigénio aos tecidos, definida como
Py? =40 mmHg, PZf =100 mmHg e fracdo hemoglobinica de 0,75 e 0,97,
respectivamente na veia e na artéria. Os perfis sdo coerentes com o conjunto de
informacdes fisiolégicas e respeitam as imposicdes e limitacdes do modelo
matematico proposto. Estes perfis possibilitaram a determinacdao dos valores
otimos para a constante cinética metabdlica e a espessura do tecido alimentado
por um capilar, correspondente a geometria usada neste trabalho. Para a
constante cinética do metabolismo, k™, o valor obtido foi 16 s™'. A espessura de

tecido, r,, foi determinada pela relagdo r, =3r., sendo que o valor numérico
obtido foi de 12.10™* cm. Os demais pardmetros como Dgz » D5, Dypo, » ka e kb

foram obtidos da literatura.

A validacdo do modelo matematico foi feita por meio de uma
comparacao com dados da literatura e se mostrou adequado para descrever o
comportamento dinamico da oxigenacdo tecidual. O modelo pode ser utilizado
para situacdes em que a pessoa encontra-se fora dos padroes considerados
comuns, como no caso de doengas, infarto, isquemia, entre outras.

Finalmente, como sugestdao, o modelo pode ser aplicado para analisar o caso
de um clampeamento de uma artéria cerebral, onde o fluxo sangliineo é
interrompido de forma subita levando a hipoxia. A Inclusdao do transporte de CO,
e CO e o uso de uma organizacdo espacial heterogénea dos capilares ficam como

propostas para futuras modificagdes no modelo.
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