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Abstract: This work proposes a mathematical model
to describe the temporal dynamics of a presynaptic
membrane potential, considering the electrodiffusion
and the ionic concentrations in intracellular and
extracellular media. In the model are included the
effects of sodium-potassium pumps, passive channels
and voltage-dependent channels for K and Na*. The
main advance presented is the achievement of a
mathematical expression that represents the opening
and closing of voltage-gated channels. The results
obtained are consistent with the real phenomenon,
reproducing the ion dynamics during a presynaptic
potential.
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Introducdo

A transmissdo sinaptica entre células neurais inicia
com a chegada de um potencial de agdo nos terminais
pré-sinapticos. O fenémeno, denominado potencial de
acdo, PA, tem inicio quando a membrana do terminal,
inicialmente em repouso, é despolarizada até o limiar de
excitagdo, provocando grande movimentacdo ibnica.

A partir do inicio do século XX potenciais de agdo
foram investigados em uma grande variedade de
animais. Nestes estudos observou-se uma série de
caracteristicas intrinsecas a este fendbmeno, tais como
[11:

. E um evento do tipo tudo ou nada, isto &, s6
ocorre se a intensidade do estimulo atingir o limiar de
excitacdo e, uma vez atingido o limiar, o potencial de
acdo ocorre com uma amplitude e duracéo fixas;

e E auto-propagavel, fazendo com que a onda de
despolarizacdo viaje rapidamente ao longo da
membrana da célula;

. E transiente, de modo que a excitabilidade da
membrana é rapidamente restaurada.

Tais caracteristicas do potencial de acdo permitem
uma transferéncia rapida de informacdes ao longo do
sistema nervoso.

O Na" e o K" sdo os principais ions envolvidos na
geracdo do potencial de acdo [2]. O influxo de Na',
decorrente da abertura dos canais de Na* sensiveis a
tensdo, é responsavel pela despolarizacdo da membrana

e inicio do potencial pré-singptico. Em seguida, a
abertura dos canais de K* sensiveis & tensdo permite o
fluxo de K* e provoca a repolarizagido da membrana,
restabelecendo assim a distribuicdo inicial de cargas
[3,4]. Assim, o potencial pré-sinaptico é gerado e
propagado até os terminais pré-sinapticos, pelo
transporte de ions nos canais sensiveis a tenséo.

Os modelos matematicos que visam reproduzir este
fendmeno usualmente baseiam-se em circuitos elétricos
anadlogos aos mecanismos de geracdo de correntes
elétricas, potenciais e campos elétricos [2]. Estes séo
modelos empiricos, baseados na observancia do
comportamento do potencial de acdo, em vista da
dificuldade introduzida pela distribuicdo espacial dos
canais ibnicos. Apesar de levarem em conta o fluxo
ibnico, o que permite o calculo das mudancas de
concentracdo dos mesmos em ambos os lados da
membrana [5], estes modelos ndo sdo preditivos e ndo
possibilitam a analise da dindmica i6nica em diferentes
situacOes. Para isto é necessario o uso de modelos
fenomenolégicos que descrevam corretamente 0s
mecanismos de transporte envolvidos, tais como a agdo
das bombas de transporte ativo e a eletrodifusdo. Este
Gltimo mecanismo de transporte considera a influéncia
do potencial elétrico e do gradiente de concentracao.
Assim, para que se possa representar um PA com
modelos preditivos torna-se necessaria uma descrigdo
matematica precisa das dindmicas i6nicas envolvidas.

Neste contexto, o objetivo deste artigo € propor um
modelo matematico do potencial de agdo que leve em
conta os principais fendbmenos envolvidos, entre os
quais a eletrodifusdo e as dindmicas de abertura e
fechamento dos canais sensiveis a tenséo. Para isto s&o
incluidos no modelo os canais passivos e 0s canais
sensiveis a tensio de K' e Na', bem como a
contribuicdo da bomba Na'/K', elementos essenciais
para a manutengdo do equilibrio i6nico do potencial de
membrana de células neurais.

Materiais e métodos

No modelo proposto, os meios intra e extracelular
sdo considerados como regides homogéneas separadas
por uma membrana permeavel. No estado de repouso, as
concentragdes ibnicas ao redor da membrana pré-
sinaptica estdo distribuidas conforme a Figura 1, onde
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os diametros dos circulos sdo proporcionais as
concentragdes idnicas. Na figura, o circulo A" representa
0s anions organicos existentes no interior da célula, que
contribuem para o seu potencial negativo.

Meio Meio
Intracelular Extracelular
< Cal+
=
Ca2+

.

Figura 1: Esquema das concentragdes ibnicas na
situacdo de repouso. Os circulos representam
proporcionalmente as concentragdes.

TAY

Notac&o:
i=[1(in);2(out)]
C;=C(fase, composto) — . [1(K+);2(Na+)
=3(caz+);accr)

Os fendmenos que possibilitam o fluxo ibnico pela
membrana sdo:

Fluxo Fluxo

[Actmulo]= [Eletrodifusivo] * [Bomba Na*/K* @

O fluxo eletrodifusivo ocorre tanto nos canais
passivos quanto nos canais sensiveis a tensdo, sendo
provocado pelo gradiente de concentracdo e pela
diferenca de potencial.

A seguinte notacdo € usada para representar as
concentragdes: Cj € a concentragdo do fon j na regido i;
i=1 refere-se a0 meio interno e i=2 ao externo; j=1 ao
jon potéssio; j=2 ao ion sddio; j=3 ao ion calcio e j=4 ao
ion cloro. As mesmas notacdes sdo usadas para o fluxo.

Para uma dada area de sinapse, As, cada tipo de
canal ocupa certa fragdo. Deste modo, Sja e S}’ sdo,
respectivamente, as fragdes de As ocupadas por canais
para 0 composto j, constantemente abertos (a) ou
sensiveis a tensdo (v). Essas densidades sdo calculadas
da seguinte forma:

area superficial total ocupada pelos canais do tipondo ion j
St = , — @
area superficial total da membrana

Sendo n= a (canais passivos) ou v (canais sensiveis a
tensdo).

Verificou-se na literatura que os ions Ca®* Cle A
ndo influenciam a formagdo do potencial pré-sinaptico,
pois anions organicos sdo principalmente aminoacidos e
proteinas que permanecem no interior da célula e os
transportadores dos fons Ca* e CI™ sdo eletroneutros [6].

Assim, nesse modelo a membrana € considerada
impermeavel a esses ions.

Fluxo Eletrodifusivo (F;) — € dependente das
seguintes variaveis:

. _ [ areade o gradiente quimico
Fj [escoamento] Ipermeabilidade]. [ e elétrico ] ®

A éarea de escoamento é uma fragdo da area da
membrana, As. A permeabilidade ¢é diretamente
proporcional ao coeficiente de difusdo (D)) e
inversamente proporcional a espessura de membrana (z),

%. O sinal serd determinado pelo gradiente. Sendo

assim, considerando a concentracdo interna menos a
concentracdo externa, teremos (-) para i=1 e (+) para
i=2. O gradiente elétrico depende da diferenga de
potencial V entre os dois lados da membrana, que é
funcdo das concentragdes ibnicas:

Onde y =4 md? ko, z; é a valéncia, F é a constante
de Faraday e ko é a constante eletrostatica.

A ordem das concentracdes no termo gradiente
quimico faz com que a diferenca de potencial seja vista
a partir da regido interna. Para uma diferenca de
potencial negativa, os ions positivos entram na célula.

Deste modo, um aspecto importante é que o
gradiente elétrico é proporcional a concentragdo do ion,
na fase da qual ela sai.

Reunindo todas as informacoes, a equacdo do fluxo
eletrodifusivo generalizada para as diferentes regides e
jons é representada pela Equacéo 5:

Fj=-(B—-2) (st +S7)As %.
(¢, - )+ (55 ¢)]

O valor de k para os fons Na* e K' é obtido da
seguinte forma:
- ParaV>0 > k=le
- Para V<0 > k=2.

Fluxo através da Bomba Na'/K* - A bomba
Na'/K" trabalha retirando 3 ions sodio do interior da
célula e introduzindo 2 ions potassio. A acdo dessa
bomba compensa os fluxos de Na“ e K' através dos
canais passivos, mantendo o potencial de repouso.

ConsideragBes importantes para o desenvolvimento
da equacio cinética global da bomba Na'/K":

a) Relacdo estequiométrica;

b) Funcionamento apenas na presenga do nUmero
completo de ions, ou seja, apenas na presenca de 3
jons sddio do meio intracelular e 2 ions potassio do
meio extracelular;

¢) Dependéncia das concentracgdes ibnicas;
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d) Trabalho mais intenso na etapa de repolarizacéo,
guando a concentragdo de potassio € maior no meio
extracelular.

Levando em conta estas consideracdes, neste
trabalho foi proposta a seguinte cinética para uma
bomba Na*/K":

7 = kb (Cino)? Cok (6)

Assim, a equacdo geral para o fluxo da bomba
Na'/K"* esta representada na Equagio 7:

Fby; = [(3—2i)(3 — 2))I(1 + j). Sbkb As
' ! X (C12)%Cyy (1)

Coeficiente
Estequiométrico

T
Determina o sinal

Onde Sbkb é o produto formado pela fracdo de area
ocupada pelas bombas Na*/K"* e o coeficiente cinético.

Equacdes de abertura e fechamento dos canais
sensiveis a tensdo — Os canais sensiveis a tensdo
possuem uma dindmica de abertura e fechamento. Esta
dindmica é representada por fungBes com variacdo
temporal, como pode ser observado nas tabelas 1.

As Equacdes 8 e 9 foram propostas para representar
a abertura e fechamento dos canais sensiveis a tensdo de
sodio e potassio por apresentar um comportamento
compativel com os dados experimentais de evolucdo do
potencial pré-sindptico [7]. Através da comparagdo com
esses dados obteve-se 0s pardmetros Bina, Banas Pik> Pakos
cujo os valores sdo respectivamente, 20, 10, 15 e 35.

Tabela 1 — Equacfes de abertura e fechamento dos
canais sensiveis a tensdo.

Equacdo global do Balanco de Massa - E
apresentada na Equacdo 16, onde vol = As §, e § é a
espessura do meio intra e extracelular.

vol 4 = —(3—2i) (50 +57) AsL[(Cy — Cy) +
(3= Gy V)] + 13 -20G-2)]
1 +]) Sbkb (Clz)ZC21 (10)

Periodo de repouso — Neste periodo os canais
sensiveis a tensdo estdo fechados. A bomba de Na'/K* é
um mecanismo mais importante para a manutencdo do
repouso. A Tabela 2 mostra os valores das concentracdes
ibnicas nesse periodo, as quais sdo distribuidas
conforme apresentado na Figura 1.

Tabela 2 - ConcentragGes idnicas no repouso.

Intracelular  Extracelular

lons (mol/m3) (mol/m3) Referéncia
Anions 140,0 zero [3]
K* 140,0 4,0 [8]
Na* 18,0 142,0 [4]
Cl 16,0 103,0 [8]
Ca* 0,001 3,0 [9]

Abertura 7 =Sv(1—e P1it1) (8)

Fechamento Sy = Sv(e7P2it2i) (9)

Nomenclatura usada nas Tabelas 1:
Sv_j Densidade maxima dos canais sensiveis a tensdo
do ion j (Na" ou K";

ty; Tempo de abertura do canal sensivel & tenséo do
ion j;
ty Tempo de fechamernto do canal sensivel a

tensdo do ion j;

By Parametro de abertura para os canais sensiveis a
tensdo para o ion j;

B,  Par@metro de fechamento para os canais
sensiveis a tensdo para o ion j.

Como dito anteriormente o repouso é um estado de
equilibrio, e por isso ndo ha variagcdo da concentracdo
dcC;: .
com o tempo( U/dtzo), sendo assim o balango de

massa para esse periodo é descrito nas Equacdes 11 e
12.

Para o ion potassio:
0=
—SEAS 2 (G — Cpy) — mSEAS 2 (£ 6 V)
+2 Sbkb As (C,,)?C,, (11)

Para o fon sodio:
0=
—S§AS 2 (Cip — Cpa) — 2,SF AS 2 (£ 0y, V)
—3 Sbkb As (C,,)?C,, (12)

Como pode-se observar nas equagdes acima, a
bomba Na'/K" é dependente dos canais passivos de
sodio e de potassio para que 0 repouso seja mantido,
como também a dependéncia dos canais passivos de
s0dio com os canais passivos de potassio.

Isolando Sbkb As (C;,)?C,, das Equaches 11 e 12 e
as igualando, obtém-se:

D5 [ = (1 =) = 2o e - (1 -F)] (09

Através dessa igualdade, define-se:

—_1_ — C11—C2144
A =1 pm 14) e A, E——y (15)
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De onde se conclui que, conhecidos os coeficientes
de difusdo, D; e D, e escolhendo arbitrariamente o
valor de S&, o repouso é satisfeito se:
3Dy

S =—=
2 2D,

A, ST (16)

A partir do balango de massa no estado de equilibrio
para o fon K*, obtém-se a seguinte relagio que também
satisfaz o repouso:

Sbkb = ~22 4,57 (17)

_ C11—C214,
sendo A; = e

(18).

Portanto, considerando a temperatura de 310K, o
potencial de repouso de -54 mV e selecionando S¢ igual
a 0,0025, obtém os valores de 7,87x10* para S§ e
3,29x10” m*/ms.mol para Sbkb.

Célculo das constantes de difusdo: Neste trabalho
ndo sdo conhecidos os valores de Dk e Dy, Pode-se
estimar Dy e Dy, pela equacdo de Wilke-Chang [10]:

_ 74107 8(pMp)Y/2T
- 0,6
BV,

Dyp (19)

Onde MB ¢é a massa molecular do solvente (g.mol-
1), T é a temperatura (K), VA é o volume molar do ion
(cm3.mol-1), ¢ ¢ o fator de associagdo do solvente e pg
¢ a viscosidade do solvente nas condi¢des de
temperatura e pressdo do sistema (cP).

Resultados

O modelo possui um conjunto de parametros que
precisam ser definidos a priori. Sdo eles: os coeficientes
de difuséo, D; ; a espessura da membrana, t; a espessura
do meio intra e extracelular, d; a area da membrana
sinaptica, As; as fragBes da superficie da membrana
com canais passivos ou sensiveis a tensdo,
respectivamente S, S} ; a constante cinética da bomba
Na'/K*, Sbkb e os pardmetros das equacdes de abertura
e fechamento dos canais sensiveis a tensdo dos fons
sodio e potéssio, Bina, Bana Pik, Box. As difusdes foram
calculadas pela Equagdo 19, a espessura da membrana e
a area da membrana podem ser obtidas da literatura e a
espessura do meio intra e extracelular ¢ um valor
imposto. Os valores desses parametros sao apresentados
na Tabela 3. Sy, e Sbkb sdo calculados pelas EquacGes
16 e 17. Os valores dos parametros das equacOes de
abertura e fechamento dos canais sensiveis a tensdo séo
descritos anteriormente, restando dois parametros a
serem determinados.

Os canais de sodio sensiveis a tensdo (Sy,') iniciam
0 processo de abertura a partir de um estimulo dado no
tempo de 1,0 ms, e o fechamento total ocorre quando o
potencial de membrana atinge seu valor maximo [7]. Na
sequéncia, os canais de potassio sensiveis a tensdo (Sk")
iniciam o processo de abertura logo ap6s o fechamento

dos canais sensiveis a tensdo de sodio, e seu fechamento
total ocorre quando o potencial de membrana retorna ao
valor de repouso.

Tabela 3 - Parametros utilizados na solu¢do do modelo
matematico.

Parémetro Valor Referéncia
Dy (m%/ms) 1,48x10™"% Calculado
Dna (M%/ms) 2,19x10™" Calculado
7(m) 1,0x10°® [11]

As (m?) 1,0x10™% [12]

& (m) 1,0x10° Imposto

O modelo matematico foi validado por meio de
comparagdo com dados experimentais in vivo de
neurénios neocorticais, obtidos por Naundorf et al.
(2006). Apos a otimizacdo foram obtidos os resultados
para os parametros livres, apresentados na Tabela 4.

Tabela 4 - Valores dos parametros livres obtidos através
da otimizacdo do modelo matematico.

Parametro Valor Obtencao
S._Na 0,047 Otimizado
S, K 0,013 Otimizado

Usando o modelo proposto, foi obtido um tempo de
duracdo de 0,4 ms para a fase ascendente e de 1,0 ms
para a fase descendente do potencial pré-sinaptico. Os
resultados sdo apresentados nas Figuras 2 e 3.

20.0
% 164 Dados Experimentais
@ 00 Modelo Proposto
&
& -10.0
£
g2 200
[
= -30.0
©
;’:3 -40.0
(o]
o -50.0
-60.0 I — \
0.0°°°1.0"20%*30>4.0*50
Tempo [ms]
Figura 2 - Evolugdo do potencial pré-sinaptico.

Comparagdo do modelo proposto com a curva
experimental de Naundorf et al, 2006.

Na Figura 3 é apresentado a variacdo de
concentracdo dos ions sddio e potéssio durante um PA.
As concentracdes encontradas pelo modelo para o ions
sodio satisfazem a variacdo de concentragdo necessaria
para alcangar o ponto de maxima despolarizacdo, as
quais podem ser calculadas pela equacdo de equilibrio
de Nernst. J4 para o ion potassio ocorre pouca variacdo
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de concentragdo, o que € confirmado pela referéncia
Malta et al, 2004.

160.0
= 120.0+ —@— Na - intracelular
% —=— Na - extracelular
E 800 —@— K -intracelular
§ j —==— K -extracelular
40.0 -
—m
0.0 i — 1
00 10 20 30 40 50
Tempo [ms]

Figura 3 — Variacdo de concentragdo dos ions sodio e
potassio durante o potencial pré-sinaptico.

Discussao

Através do balango de massa na regido da membrana
pré-sinaptica obteve-se 0 modelo matematico
fenomenolégico para a simulacdo da dindmica ibnica
durante o potencial de acdo. Neste modelo, foram
considerados os fluxos ibnicos resultantes da
eletrodifusdo, da acdo da bomba Na'/K" e da presenca
de canais idnicos passivos e sensiveis a tensdo na
membrana neuronal. Paralelamente, propuseram-se duas
equacdes matematicas (Equacdo 8 e 9) para representar
a abertura e o fechamento de canais sensiveis a tenséo.

Os resultados obtidos com o modelo proposto
(Equacédo 10) foram consistentes com o fendémeno real
(Figura 3), reproduzindo a dindmica de ions durante um
potencial pré-sinaptico. Assim, como os resultados do
modelo mostraram-se biologicamente plausiveis, este
pode ser integrado a modelos de redes neuronais e
utilizado na modelagem da transmissao sinaptica.

O principal avanco apresentado neste trabalho foi a
inclusdo dos efeitos da eletrodifusdo e da acdo da
bomba s6dio-potassio. Deste modo, os objetivos do
trabalho foram alcangados, com a obtencdo de um
modelo matematico fenomenol6gico que representou
adequadamente a dinamica temporal do potencial de
acdo pré-sinaptico, do momento da despolarizagdo até a
repolarizagdo da membrana neuronal.
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