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RESUMO — O metabolismo do tecido cerebral representa 25% do consumo energético
corporal e, para funcionar necessita de um aporte continuo de oxigénio e de glicose. A
auséncia destes e de outros metabdlicos, pode provocar patologias cerebrais, tais como
cefaléias cronicas, paralisia cerebral, Alzheimer e etc. O entendimento dos processos
envolvidos no fornecimento destes metabdlicos é fundamental para prevencdo e
tratamento destas e de outras patologias. Ambos séo fornecidos pela corrente sanguinea e
as trocas com o tecido ocorrem nos capilares. Neste trabalho é proposto um modelo
matematico fenomenoldgico, baseado nas leis de conservagédo, para descrever a dindmica
do oxigénio e da glicose nos capilares sangliineos e no tecido celular. Para tanto, sdo
calculados os perfis de concentracdo de oxihemoglobina, oxigénio e glicose nos capilares
e, no caso dos dois Ultimos, no tecido circunvizinho. Baseado no cilindro de Krogh é
considerado que cada capilar irriga uma regido de espessura igual a trés dos seus raios.
Além dos fendmenos de transporte, convecgéo e difusdo axial e radial, 0 modelo considera
as reacOes de consumo de oxigénio e glicose, no capilar e no tecido. No tecido, 0
consumo metabolico depende tanto da concentracdo de glicose como da de oxigénio, 0s
quais estdo relacionados através de uma reacdo cinética acoplada. O sistema resultante é
solucionado pelo método das linhas, com discretizacdo espacial por diferencas finitas, e 0s
resultados sdo validados com dados da literatura.

PALAVRAS-CHAVE:
matematico

oxigénio; glicose; tecido cerebral; capilar sanguineo; modelo

do transporte de metabodlicos para o tecido,
as artérias e as arteriolas podem ser
consideradas isoladas. Nos capilares, por

1. INTRODUCAO

O metabolismo celular exige um

suprimento constante de oxigénio (O;) e
glicose (CsH1,06). Ambos sdo transportados
pela corrente sanguinea. A glicose ¢é
transportada dissolvida no plasma sanguineo,
enquanto o oxigénio estd em sua quase
totalidade, ligado quimicamente a
hemoglobina (Hb), formando a
oxihemoglobina (HbO,). Sob o ponto de vista

ISSN 2178-3659

outro lado, oxigénio e glicose atravessam
com facilidade a membrana, se difundindo
pelo tecido celular. Nele, ambos participam

das reacbes metabolicas, mantendo a
homeostase celular. No cérebro, esta
membrana é chamada barreira

hematoencefalica e tem a propriedade de
facilitar o transporte de oxigénio e glicose e
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dificultar a passagem de compostos de maior
peso molecular, que podem causar dano ao
tecido celular.

O conjunto dos fendmenos associados é
muito complexo, razéo pela qual os modelos
matematicos desconsideram muitas etapas
importantes. Esta complexidade nasce da
excessiva heterogeneidade do ambiente onde
os fendmenos ocorrem. Como exemplo, 0s
capilares tém comprimentos, diametros e
formas irregulares e estdo distribuidos
espacialmente de maneira dispersa e
desorganizada. Sua distribuicdo depende das
necessidades locais de energia, de modo que
irrigam com maior intensidade as regides do
tecido  celular ~ mais  constantemente
estimuladas. Deste modo, no nivel de
microcirculagdo a organizagdo espacial da
rede de capilares é irregular, exigindo uma
descricdo tridimensional heterogénea. Com
relacio a isto, especificamente, uma
simplificacdo foi proposta por Krogh (1919),
conforme mostra a Figura 1, na qual se
considera os capilares cilindricos, de diametro
constante, distribuidos homogeneamente no
tecido, cada um deles oxigenando
individualmente uma  regido cilindrica
circunscrita.

Capilar

L

Figura 1 - Esquema do sistema capilar-tecido
segundo o modelo de Krogh (1919).

A cinética da reacdo entre o oxigénio e
a hemoglobina varia ao longo do capilar. Ela
depende do pH sangiineo e da concentracéo
de CO,, entre outros fatores. Os poucos
trabalhos experimentais que existem na
literatura s@o relativamente antigos e néo
possibilitam a proposicdo de equacdes
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cinéticas satisfatorias (Bock et al., 1924;

Staub et al., 1961 ; Sharan e Selvakumar,
1992). Esta reagdo ocorre no interior dos
eritrécitos, que sdo transportados pela
corrente  sanguinea. Os eritrocitos, ou
hemécias, possuem dimensfes da ordem de
7um e contém alta concentragdo de
hemoglobina. Como o didmetro tipico dos
capilares é de 6 pum, os eritrocitos sofrem
uma deformacdo na sua passagem por eles,
justamente na regido de troca de massa com o
tecido. As transferéncias do oxigénio e da
glicose para o tecido sdo fortemente
influenciadas por estas deformag6es. Além do
que, sob o ponto de vista de modelagem
matematica, os capilares apresentam regifes
discretas, ricas em oxigénio, intercaladas por
regides ricas em glicose. Isto dificulta a
utilizacdo de equacbes do continuo para a
simulacdo do fornecimento de ambos para o
metabolismo celular.

No tecido, a dificuldade com relacdo as
reacOes metabdlicas fica por conta do nimero
de etapas e pela grande diversidade de
condi¢Bes encontradas. Os valores da taxa
metabdlica sdo influenciados por parametros
como consumo de O, e glicose, batimentos
cardiacos, ventilagdo respiratOria, excregdo
de nitrogénio, sistemas enzimaticos e outros
(Aubert e Costalat, 2002; Gusatti, 2006).

Existe ainda a questdo do acoplamento
entre 0 fluxo sanguineo e o metabolismo
celular. Este aspecto é mais observado no
metabolismo cerebral, ja que os estimulos sdo
mais localizados, forcando um répido ajuste
do fluxo na microcirculacdo da regido onde
eles se encontram. Em geral se considera que
um aumento localizado da demanda
metabdlica é acompanhado por um aumento
do fluxo sanguineo nos capilares mais
proximos. Ndo existe clareza com relacdo a
quais s80 0S mecanismos que provocam esta
associacdo. Algumas idéias incluem emissdo
de neurotransmissores pelas células, outras
consideram que o0 oOxigénio seja Vvaso
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constritor, de modo que um aumento do
metabolismo, reduzindo sua concentragcdo nos
capilares, produz automa-ticamente uma
dilatacdo, aumentando o fluxo sanguineo
(Aubert e Costalat, 2002; Kim, 2002; Payne,
2006). A selecdo entre estas hipOteses pode
ser realizada com o uso de modelos
matematicos. Estudos neste sentido vém
sendo realizados no Laboratério de
Neuroengenharia Computacional, NeuroLab,
da Universidade Federal de Santa Catarina
(Andreazza et al., 2006; Bonan, 2006;
Gusatti e Pinto, 2006; Oliveira, 2010).

De um modo geral, os principais
fenbmenos que podem ser considerados para
0 desenvolvimento de modelos matematicos
sdo os de transferéncia de massa, conveccgao e
difusdo nos capilares, passagem pela
membrana, ou barreira hematoencefalica,
difusdo no liquido extracelular no tecido e as
reacOes no capilar e no tecido. Existem ainda
questdes de geometria e as variacdes
significativas das condicdes fisioldgicas. Estes
e outros fendmenos tém sido incorporados
gradativamente nos modelos matematicos,
como mostra a selecdo de artigos seguinte:
Sheth e Hellums (1980); Ursino et al. (1989);
Millarld e Gorman (1997); Secomb et al.
(1999); Goldman e Popel (2000); Payne
(2006); Go (2007); Ances et al. (2008). No
entanto, nenhum dos trabalhos publicados até
a presente data considera de forma dinamica
todos estes fendmenos. Neste trabalho é
proposto um modelo dindmico para descrever
0 transporte e consumo do oxigénio e da
glicose nos capilares sanguineos e no tecido
cerebral. A principal simplificacdo se situa na
descricdo das reacdes metabdlicas. As células
sdo vistas por um balanco global, do qual é
possivel se escrever uma reacdo hipotética
entre 0 oxigénio e a glicose. Das relacdes
estequiométricas entre estes reagentes €
possivel se relacionar as constantes cinéticas,
de modo que o modelo passa a ter apenas um
parametro desconhecido. Este parametro, a
constante cinética da reacdo metabolica, é
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estimado com comparacdo dos resultados do
modelo com dados fisiolégicos conhecidos
em situagdes normais.

2. MODELO MATEMATICO

O modelo mateméatico descreve a
dindmica do oxigénio e da glicose desde o
inicio dos capilares até a reacdo metabodlica
que ocorre no tecido celular. Para atingir este
objetivo séo realizados os balangos de massa
no capilar e no tecido. O resultado é um
conjunto de equagdes parciais, que €
solucionado pelo método das linhas, com
discretizacdo espacial por diferencas finitas. O
sistema de equacOes diferenciais ordinarias
resultante é resolvido pelo uso de um
procedimento Runge-Kutta de 42 ordem, com
passo variavel.

2.1  Modelo
Capilares

Matematico nos

O uso do modelo de Krogh para o0s
capilares e o fato de que os eritrocitos
atravessam o0s capilares em fila indiana
permite a desconsideracdo dos perfis radiais
para a velocidade axial, mas exige que se leve
em conta os perfis radiais para as
concentragdes de oxigénio, hemoglobina e
glicose (Whitmore, 1968). Por esta razdo os
fenbmenos considerados sdo conveccdo nha
direcdo do fluxo sanguineo e as difusdes nas
duas direcdes, radial e axial. A reacdo entre a
hemoglobina e o oxigénio é descrita por uma
cinética do tipo Michaelis-Menten, com base
em dados da literatura (Staub et al., 1961;
Andreazza et al., 2006).

Cuvo, __ Cuwo, (aZCHboz
- HbO,

ot oz 0z°

oC -
+ 1g(r—HbOZ )J +r @)
ror or
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% __y 02+D82{ 02+16

ot 0z 0z° ror
acS ) -
r—=1\|-r 2
anLC ——v anLC + Dch azcgzl_c +
ot 0z oz
10 achC 3
r ar or

Nestas e nas proximas equagoes ‘C’ sdo
as concentracdes (mol do composto/cm®), ‘D’
as difusividades (cm?/s), ‘v’ a velocidade do
fluxo sanguineo  (cm/s), ‘Z7 e ‘r’,
respectivamente, a distancia axial e radial
(cm) e “t” tempo (s). Os sobrescritos ‘C’, ‘T’
e ‘art’ associam as concentragcdes as regioes
do capilar, do tecido e da artéria, enquanto
que os subscritos Hb, HbO,, O, e GLC se
referem, respectivamente, a hemoglobina,
oxi-hemoglobina, oxigénio e glicose.

O termo ‘r’ representa a reagdo entre a
hemoglobina e o oxigénio, que ocorre no
interior dos eritrocitos e € descrito pela
Equacao (4).

dC
% = kanz -(Ciﬁ) - CHbo2 )_

kbCHbo2 4

Os coeficientes cinéticos da Equacdo
(4) dependem das condicbes existentes na
corrente sanguinea. Estas condigcdes variam
ao longo do capilar. Levando isto em conta e
baseado em dados experimentais da literatura,
Andreazza (2003) prop6s a equacéo (5).
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art
K, = s (5)

0,9

1+10,385(f ™ —f )

Onde f é a fracdo de saturacdo da
hemoglobina. O valor do coeficiente cinético
da associacdo na artéria é determinado
quando se tem uma fragdo de saturacao igual
a 97%. Portanto, quando f"=0,97, k=

2,45.10° mlyagma/Moloz.s  conforme  experi-
mentos realizados por Staub et al. (1961).

Para calcular o coeficiente da reacdo de
dissociacdo, consideramos que, no equilibrio,
a quantidade de oxigénio que se associa com
a hemoglobina é igual a quantidade que se

- - c
dissocia. Portanto, k,.C,.C5 =Kk,.Cyyp -

Desta forma pode-se obter uma relagdo entre
os valores de k, e k, equagéo (6).

K, CuC5,
ki, CHbo2
(6)

2.2 Modelo Matematico no Tecido
Celular

No tecido os unicos fenémenos de
interesse sdo as difusbes nas duas direcGes,
longitudinal e radial, além da reacédo
metabdlica, responsavel pelo consumo de
oxigénio e glicose. Para descrever o
metabolismo é utilizado um balanco global,
no qual ndo se leva em conta as reagbes que
ocorrem no interior da célula. Este balango
resulta na Equacéo (7).

C5H1205 + 602—> 6C02 + 6H20 (7)

Como resultado, os perfis de
concentracdo no tecido sdo calculados pelas
equacoes (8) e (9).
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anz . 52032 10 anz
=D} et — | T—*
ot 2l oz r or or

- I(10-2 -C-I(;Lc -ng ©)
acéLC -DT 0 CELC 1 8 aCgu:
A Yol A

ot 0z° r 8r 0
- kgLC 'CgLC -ng (9)

Onde a relagdo entre os dois
coeficientes cinéticos é: 6.k =Kk¢ .
2

2.3 Condicdes de Contorno

Na entrada do capilar sdo usadas
condi¢bes de contorno do primeiro tipo, na
qual as concentracbes correspondem as
concentragdes na arteriola, em condicdes
fisiologicas consideradas normais. Deste
modo, para 0s trés compostos tém-se:
ng = anz, CHbo2 = Cla-:tbo2 € CgLC :Cgtl_c-
Ainda no capilar, na regido final, em contato
com a vénula, e no centro, quando r = 0, sdo
utilizadas condigdes do segundo tipo,
respectivamente, continuidade e simetria,
para 0s trés compostos. No tecido, as
condicOes sdo de isolamentoemz=0ez=L
e simetria, emr =rr

Na interface entre o capilar e o tecido
celular, para a oxihemoglobina, que né&o
atravessa a parede, a condicdo €é de
isolamento. Por outro lado, a barreira
hematoencefalica permite a passagem
facilitada do oxigénio e da glicose. Deste
modo as duas fases estdo em equilibrio para
estes compostos. Para 0 oxigénio e para a
glicose o equilibrio €é caracterizado,
respectivamente, pelas igualdades das
pressdes parciais e dos potenciais quimicos,
equac0es (10) e (11).

ISSN 2178-3659

sz = sz . (20)
e r THP r 11)

No primeiro caso pode-se escrever uma
relacdo entre pressdo e concentracdo pela lei
de Henry, C{, =o, .P;, , onde i representa a
fase. Para o segundo caso, o coeficiente de
particdo é calculado pela fracdo das
solubilidades,a. Deste modo, as equacdes
(10) e (11) se transformam nas equagdes (12)
e (13).

T

(24
T _ 70, C
0, r=rd N CZC COZ r=rg (12)
Oz
OL
T GLC C
Coic . ac CGLC‘ - 13)

GLC

Sdo utilizadas ainda condi¢Ges de
igualdade de fluxo, de modo que,

aCc T
C (@] T (@]
. Z = : L 14
> or r=rg > or r=rg ( )
oC¢ oCy
D C . GLC — D T . GLC 15
GLC ar i GLC ar . ( )

r=rg

3. RESULTADOS

O modelo matematico é ajustado para
condicBes fisiologicas consideradas normais,
nas quais, r. = 4.10* cm, rr=12.10% cm, L =
0,05 cm, v = 0,033 cm/s, e as concentragdes,
em mol do composto por mol de plasma, para
a artéria sdo, 1,45.10" (oxigénio), 2,134.10°
(oxihemoglobina) e 8,33.10° (glicose).
Outros parametros sdo: concentragdo total de
hemoglobina, 2,2.10° mol Hb/mol plasma;
solubilidades (mol/mol de plasma.mmHQ)
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respectivamente capilar e no tecido, 1,4.10° e
1,3.10° (oxigénio), 7,0.10° e 6,9.10°
(glicose); difusividades (cm/s)  respec-
tivamente no capilar e no tecido, 0,8.10° e
1,6.10" (oxigénio) e 0,673.10° e 1,473.10°
(glicose) (Guyton (1992), Mitragotri et al.
(2000), Sheth et al. (1980), Ursino et al.
(1989)).

Inicialmente, as porcentagens de
saturacdo da oxihemoglobina séo associadas
as pressbes parciais do oxigénio no capilar.
Estes ultimos valores sdo obtidos com o uso
da lei de Henry. No capilar, as pressdes
parciais do oxigénio variam, da artéria até a
veia, de 100 a 40 mmHg. A fracdo de
saturagdo da hemoglobina varia na mesma
regido de 0,97 a 0,75. A Figura 2 mostra uma
comparacgdo do perfil fornecido pelo modelo
matematico para a curva de dissociacdo da
oxihemoglobina com dados experimentais
obtidos da literatura. Percebe-se que ocorre
um aumento progressivo na porcentagem de
hemoglobina que se combina com O, a
medida que a PO, aumenta. O oxigénio se
liga a hemoglobina quando a PO, € alta,
como nos capilares pulmonares, e se dissocia,
quando a PO, é baixa, como nos capilares dos
tecidos.

Figura 2 - Comparagao de resultados simulados,
Andreazza (2003) e experimentais, Bock et al.
(1923) para a curva de dissociagdo de HbO,no

capilar.
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O perfil de concentracdo adimensional
médio de oxigénio no capilar, calculado pela
Equacédo (12), é mostrado na Figura 3. Pode-
se observar que o0 modelo matematico
fornece, para a pressdo de oxigénio no final
do capilar, o valor de 40 mmHg, que é o
valor considerado normal e usado para a
otimizacdo do modelo matematico. A figura
mostra que 0 oxigénio é transferido para o
tecido principalmente no primeiro ter¢co do
capilar, o que esta de acordo com
observacOes experimentais (Guyton, 1997).
Este fato torna possivel a absorcdo de uma
guantidade maior de oxigénio quando as
condigdes metabolicas assim exigirem.

Co,(z.r :—J' Cg, (r,z,00)dr?* (12)

1,00 -p

adimensional
=
(-]
=

1

b

Concentragéo de oxigénio média
=
&
=
[}

s ‘°°M+q
s
Hamwﬁﬁw
0.40 T - - - T
0,00 0,20 I] 40 I] 60 0,60 1,I]I]
eixo axial adimensional

Figura 3 — Perfil médio da concentragéo
adimensional de O, no capilar, Bonan (2006).

Os perfis de concentracdo adimensional
em estado estacionario para 0 oxigénio no
tecido € mostrado nas Figuras 4 e 5. Na
regido da interface entre o capilar e o tecido
ambos mostram 0 mesmo comportamento,
uma vez que sdo mutuamente dependentes.
No capilar pode-se observar que a
concentracdo de oxigénio em z = 0 ndo
apresenta perfil radial. Isto se deve a que a
condicdo de contorno utilizada considera que

no inicio do capilar, C 0 =Cg .

V raio
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% 0.56 |
0b3,2§ : o

eixo T = eixo
radial P axial

Figura 4 — Superficie de concentracao
adimensional de oxigénio no capilar, Bonan
(2006).

Quanto mais afastado da regido de
interface, mais baixo € o valor de
concentracdo de oxigénio. A regido de menor
concentracdo, correspondente ao ponto z =1
e r =1, é chamada “dead end”, por ser aonde
se inicia a morte do tecido no caso de
isquemia. Nas simulacGes realizadas o valor
obtido para este ponto sempre esteve acima
do valor da presséo critica, 5 mmHg.

1,10-guumee e e

0,76
O
20,43

0, 1%1., =

eixo

axial eixo radial

170,25

Figura 5 — Perfil da concentragdo adimensional de
oxigénio no tecido, Bonan (2006).

Na Figura 5 observa-se que a superficie
adimensional de concentracdo do oxigénio no
tecido mantém a forma mesmo quando se
afasta da interface. Em outras palavras, a
difusdo axial que € levada em conta pelo
modelo ndo supera o efeito da convecgdo no
capilar. Isto é, como numericamente a
convecgdo € muito maior do que a difusdo, é
a primeira a responsavel pela forma dos perfis
de concentracdo. O valor de 0,25
corresponde a interface capilar-tecido e é

ISSN 2178-3659

obtido na discretizacdo, quando se calcula
rcer.

A Figura 6 apresenta a superficie da
concentragdo de glicose adimensional no
tecido no estado estacionario. No eixo axial,
regido de interface entre o capilar e tecido,
observa-se um comportamento idéntico entre
as duas fases. Segundo a literatura, a
concentracdo da glicose na artéria varia de 50
a 250 mg/dl (Guyton, 1997). Neste trabalho o
valor usado € de 110 mg/dl. Pelo perfil radial
pouco pronunciado pode-se concluir que a
difusdo de glicose no tecido compensa o
consumo metabdlico nas condi¢cbes das
simulacdes.

Figura 6 — Perfil da concentracdo adimensional de
glicose no tecido, Oliveira (2010).

O Unico parametro livre no modelo
matematico é a constante cinética para a

reacdo metabolica, kgz . Para sua obtencdo o

modelo é otimizado através da comparacao
dos seus resultados com os valores
conhecidos para as concentracfes na Vveia,
para oxigénio, oxihemoglobina e glicose.
Estes valores sdo, respectivamente 5,6.107,
1,65.10" e 3,89.10°°. Em pressdes parciais de
oxigénio e hemoglobina estes valores sdo,
respectivamente, 40 e 0,75 mmHg. Para a

estimativa do parametro kgzé utilizado o

método dos minimos quadrados, como
mostra a Equacdo (13). Nela os Y significam
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concentracfes adimensionais. Na Figura 7 é
mostrado que o valor 6timo da constante
cinética de consumo metabolico do oxigénio
no tecido é de 7,2 ml/mol.s.

2 2:1)2

vee-veel @9

Erro = ( ot =Y

=]
=]
=]
=
S

L

b

0,0010

Erro

0.0006

)

0,0002 L L L I Ly A A B B
6,0 6,6 732 7.8
Taxa de reacido

Figura 7 - Otimizacdo dos valores da constante
cinética kgz na regido 6,0 a 7,9, Oliveira
(2010).

4, CONCLUSAO

Um modelo matematico dindmico capaz
de representar uma situacdo fisiologica
humana normal, para uso no estudo de casos
isquémicos ou de variacdo metabdlica, foi
apresentado neste trabalho. O modelo levou
em conta uma situacdo considerada normal
no tecido cerebral, dando como resultado as
concentracdes esperadas de oxigénio e
glicose na veia. O modelo ainda reproduziu as
pressdes de oxigénio consideradas ideais no
tecido e o perfil conhecido de oxigénio e
hemoglobina no capilar. O Unico parametro
livre, a constante cinética da reacdo

metabolica, kgz, foi calculado através de um
procedimento de otimizagdo. O resultado

ISSN 2178-3659

final para o parametro livre foi kg; 7,2
mi/mol.s.

Como proposto no inicio do trabalho, o
modelo, validado com dados experimentais
referentes a  situaces fisiologicas
consideradas normais, pode agora ser
utilizado para estudo de casos isquémicos ou
de variacdo metabolica.

5. NOMENCLATURA

Concentracdo, mol / Mlyjasma
Concentragdo média, mol / Mlyjagma

Difusividade, cm?/s

Fracao de Saturagdo HbO,

Coeficiente cinético da reacéao

oxigénio-glicose, Mlgyjasma/ Mol.s

ko  Coeficiente cinético de associacao
HDb-O2, Mlpjasma/ MOloy.S

kp,  Coeficiente cinético de dissociacao

Hb-0,, s™

=~ =000

P Pressdo parcial, mmHg
r Raio / Direcéo radial
Y  Concentracao adimensional
z Direcéo axial
o Solubilidade, molo/mmHg mMlyasma
n  Potencial quimico
Sub-indices:
Art  Artéria
C  Capilar
Veia Veia
Sub-indices:
GLC Glicose

Hb  Hemoglobina
HbO, Oxihemoglobina

O, Oxigénio

T  Tecido
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